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A la memoria de Albert Einstein, quien a través de su vida y de su obra, nos 
enseñó que un físico teórico, en el fondo, debe ser un filósofo vestido con ropas 
de obrero. 


(A)Introducción 


Esta es la tercera y última presentación en el homenaje a Albert Einstein realizado por la 
Universidad Católica del Uruguay, entre el 22 de noviembre y el 6 de diciembre de 2005, 
conmemorando los 100 años de la publicación de los trabajos que dieron inicio a la teoría 
restringida de la relatividad. 


Las dos presentaciones anteriores, la del Profesor Mario Guerra y la del Profesor Luis 
Peluffo, abarcaron aspectos históricos y epistemológicos que son fundamentales para 
comprender el significado de la teoría de la relatividad como parte del desarrollo del 
pensamiento de Occidente, desde sus inicios en las reflexiones de algunos pensadores en 
Grecia hasta llegar a los pensadores contemporáneos con Albert Einstein y a Einstein 
mismo. 


El tema de esta presentación es, en principio, bastante más restringido, puesto que se centra 
sobre una forma alternativa, la forma variacional, integral o sintética, de estructuración de 
parte de los contenidos fisicomatemáticos de la teoría de la relatividad. 


En la física clásica, dentro de la cual consideramos a la física relativista (pero no a la física 
cuántica, por motivos que quedarán claros más adelante), la descripción del mundo se hace 
mediante eventos. Un evento es algo que sucede en alguna parte. “Sucede” nos remite a 
tiempo, a instante, mientras que “en alguna parte” nos remite a espacio, a posición. Para 
distinguir un evento de otro se debe medir o especificar el instante de tiempo en el que se 
produce y las coordenadas de posición del lugar donde se produce. Pero para medir tiempo 
y espacio se precisa un sistema de referencia dotado de “reglas y relojes”. 


En la física clásica se admite que es posible describir la evolución de una partícula (un 
cuerpo cuyas dimensiones son despreciables para la descripción de su movimiento) instante 
a instante y de un lugar a otro lugar en forma continua, es decir la posición respecto de un 
sistema de referencia está definida o podría definirse para todo instante de tiempo sin 
interrupciones. Se supone que tanto el tiempo como el espacio forman sendos continuos, el 


tiempo uno unidimensional (para describirlo basta un número real para cada instante, y para 
cada número real hay un instante que le corresponde), mientras que el espacio forma un 
continuo tridimensional (para determinar la posición es necesario y también es suficiente 
dar una terna de números reales, y para cada terna de números reales pertenecientes a algún 
intervalo de números reales, hay una posición que le corresponde). En física cuántica no es 
posible, en general, este tipo de descripción continua del movimiento de una partícula en el 
tiempo y el espacio. Aunque la descripción se continúa realizando mediante eventos, el 
concepto clásico de partícula como algo dotado de permanencia a través del tiempo y del 
espacio, como un objeto del que puede decirse que posee una trayectoria en el espacio, 
debe ser abandonado. 


La forma utilizada originalmente por Albert Einstein para formular las ecuaciones de la 
dinámica, correspondientes a las teorías restringida y general de la relatividad, puede 
denominarse forma local, diferencial o analítica. Exceptuando la interpretación diferente 
del tiempo y del espacio propio de la teoría de la relatividad, y sus consecuencias sobre la 
forma de plantear las leyes dinámicas, esta formulación diferencial en cuanto tal es análoga 
a la formulación diferencial de la mecánica newtoniana de partículas . 


Ambas formulaciones se basan en plantear ecuaciones diferenciales para describir la 
evolución del estado de un sistema de cuerpos materiales e imponer como requisito que 
esas ecuaciones diferenciales deben permanecer invariantes al pasar de un sistema inercial 
de referencia a otro, en el caso de la mecánica newtoniana o de la teoría restringida, y de un 
sistema cualquiera a otro, en el caso de la teoría general de la relatividad. La diferencia en 
los conceptos de tiempo y espacio entre la mecánica newtoniana y la mecánica relativista 
hace que las ecuaciones que en uno y otro caso se usan para conectar el tiempo y las 
coordenadas espaciales correspondientes al mismo evento visto desde dos sistemas 
inerciales diferentes sean diferentes: las denominadas transformaciones de Galileo en el 
caso newtoniano, y las transformaciones de Lorentz en el caso einsteniano. 


Las ecuaciones diferenciales que describen la dinámica de los sistemas de partículas en la 
mecánica newtoniana, relacionan las aceleraciones y las velocidades de variación de las 
coordenadas espaciales de las partículas con esas mismas coordenadas y velocidades, 
siendo el tiempo la variable independiente y las coordenadas espaciales de las partículas las 
variables dependientes. 


Para un sistema de partículas aislado o situado en un campo de fuerzas exterior que 
permanece invariante en el tiempo, las leyes del movimiento así formuladas son las mismas 
en todo instante de tiempo. Entonces, si se conoce el estado de un sistema de partículas 
aislado en un instante, estado que viene dado por las posiciones y las velocidades de las 
partículas en ese instante, no solo se puede predecir la sucesión de estados futuros y se 
puede reconstruir la sucesión de estados pasados correspondientes a dicho sistema, sino que 
si en dos instantes diferentes se observa un mismo estado de partida, entonces después de 
intervalos de tiempo de la misma duración se va a observar el mismo estado de llegada, y lo 
mismo se aplica para la reconstrucción de los estados pasados a partir del conocimiento del 
estado presente. 


Esta descripción corresponde a la versión más acabada del determinismo causal basado en 
el concepto de causa eficiente. Se la puede extender a la mecánica relativista de partículas, 
con la salvedad que, debido a la velocidad finita de propagación de las interacciones, no 


hay acción a distancia. El efecto sobre una partícula debido a las modificaciones en las 
posiciones de las demás partículas se produce con un retardo tanto mayor cuanto más 
grande sea la distancia entre ellas. No es suficiente conocer las posiciones y velocidades en 
un mismo instante para caracterizar el estado del sistema. Una forma conveniente de tener 
en cuenta la propagación de los efectos con velocidad finita es recurrir al concepto de 
campo, distribuido en el espacio, actuando a través de su valor local sobre la partícula. 
Entonces se deben resolver simultáneamente las ecuaciones para los campos y las partículas 
con el fin de predecir con exactitud la secuencia de estados futuros o reconstruir los estados 
pasados. 


No obstante es posible una formulación alternativa, tanto en el caso de la mecánica 
newtoniana como en el caso de la mecánica relativista de partículas, acudiendo a los 
denominados principios integrales. 


Se considera el conjunto de posibles configuraciones del sistema, estando cada 
configuración determinada por las coordenadas de posición de las partículas. Se considera 
una configuración en un instante inicial y una configuración en un instante final, así como 
todas las trayectorias posibles conectando la configuración inicial con la configuración 
final. 


Tanto en la dinámica newtoniana como en la dinámica relativista, la trayectoria que 
corresponde al sistema de partículas considerado como un todo, se puede definir a partir de 
las trayectorias individuales de las partículas que componen el sistema. La trayectoria del 
sistema se puede representar mediante una única curva en un espacio abstracto, cuyos 
puntos representan posibles configuraciones instantáneas del sistema. 


Mediante una cierta regla de correspondencia adecuadamente seleccionada se construye 
para cada trayectoria un número real. Esta correspondencia entre trayectorias y números se 
denomina funcional. Una funcional es en última instancia una aplicación que va de un 
conjunto de funciones, en este caso funciones del tiempo, tales como las trayectorias 
posibles, hacia el conjunto de los números reales. 


En el enfoque variacional de la dinámica, se caracteriza la trayectoria real del sistema, que 

conecta la configuración inicial con la final, estableciendo que para la trayectoria real la 
funcional toma un valor mínimo, máximo o en general estacionario, cuando se lo compara 
con los valores que toma la funcional en las trayectorias próximas. Cuando la funcional se 
construye mediante una operación de integración respecto del tiempo, sobre el intervalo 
comprendido entre el instante inicial y el instante final ya mencionados, a partir de un 
integrando que es una función apropiada de las coordenadas de posición y de las 
velocidades correspondientes, resulta un principio integral como criterio de selección de 
la trayectoria real entre todas las trayectorias posibles que pasan por las configuraciones 
inicial y final. 


Así planteadas las cosas, la formulación variacional se puede interpretar como una versión 
cuantitativa precisa de una descripción teleológica, empleando un concepto de causa final 
en lugar del de causa eficiente: la trayectoria que se produce entre todas las posibles es 
óptima, en el sentido de que hace mínima, máxima o más en general hace estacionaria una 
cierta funcional . Lo interesante del caso es que ambas descripciones, la que emplea 
ecuaciones diferenciales y la que utiliza un principio de óptimo integral, son equivalentes. 


El propósito principal de esta presentación es revisar algunos antecedentes históricos y 


discutir algunos aspectos epistemológicos de la formulación de la dinámica relativista 
mediante un principio integral de óptimo, conocido como el Principio Variacional de 
Hamilton, modificado de tal forma que resulte aplicable en el nuevo marco de tiempo y 
espacio introducido por la teoría de la relatividad. 


Pero además, se intenta discutir aspectos del encare variacional de las leyes matemáticas 
de la física que pueden presentar interés para el estudio de parte de los problemas que en la 
actualidad se plantean en la interfase entre ciencia, filosofía y religión. 


Comenzaremos con algunas lecturas comentadas que nos permitirán revisar el punto de 
vista de Albert Einstein sobre el rol de las teorías en las ciencias de la naturaleza, sobre la 
relación entre matemática y física, y acerca de los presupuestos metafísicos de la física 
matemática. Esto parece aconsejable por dos motivos. Uno, debido a la naturaleza del tema 
que vamos a desarrollar: una forma alternativa de formular los aspectos dinámicos en la 
física matemática relativista. El otro, por el rol decisivo que tuvo la manera de pensar de 
Einstein en la forma en que se produjo la estructuración de los conceptos de la física 
matemática relativista. 


Continuaremos con una revisión histórica y epistemológica de algunos aspectos que 
presentan interés en relación con los principios de óptimo descubiertos en las ciencias 
físicas, hasta la época de Einstein. 


Puesto que la formulación variacional de la teoría de la relatividad presupone, respecto de 
la física newtoniana, nuevos conceptos de tiempo y espacio, así como su interrelación en un 
continuo tetra-dimensional, revisaremos parcialmente esos conceptos en el marco de la 
teoría restringida y de la teoría generalizada, en vista a la formulación variacional de la 
teoría. 


Sobre la base que suministra la geometría del tiempo-espacio y después de revisar algunos 
elementos del cálculo de variaciones, presentaremos las líneas principales de la 
argumentación que conduce a la formulación variacional directa de la dinámica clásica y 
de la dinámica relativista, y consideraremos algunos aspectos de la relación entre acción y 
cuantización. El énfasis se pondrá en la teoría restringida de la relatividad. 


Luego nos situaremos en 1975, cuando la teoría restringida ya era considerada como una 
especie de super-teoría física, a la cual todas las demás se debían adaptar, incluyendo el 
sueño de una teoría final de unificación de los campos (conocida como TOE, “Theory of 
Everything”) que también tendría una formulación posible mediante un principio de 
óptimo. Revisaremos los nuevos paradigmas ontológico y epistemológico, relacionados 
con el mundo considerado como un mundo de sistemas, junto con la relación entre 
irreversibilidad, causalidad y finalidad en un universo abierto. 


Finalizaremos la presentación con la lectura comentada de algunas opiniones de Max 
Planck sobre el significado de los principios variacionales en las ciencias, en particular 
algunos comentarios referidos al Principio de Hamilton. 


En sus renovadas formulaciones este principio abarca desde la mecánica newtoniana de 
partículas, la teoría de campos clásicos — electromagnetismo, elasticidad, fluídos - hasta la 
dinámica relativista y la física cuántica. 


De los físicos que más y mejor contribuyeron al desarrollo de la física en los siglos XIX y 
XX, Max Planck es quizás el que con mayor insistencia remarcó la importancia filosófica 


de los principios variacionales de la Física, así como sus posibles vínculos con la 
Teología. 


NOTA: 


La presentación original fue oral, apoyada en la proyección de cuadros estáticos 
utilizando herramientas de Power Point. Parte de la audiencia efectuó comentarios 
durante la presentación misma, por lo que su desarrollo resultó en buena medida 
interactivo e involucró algunos temas no previstos. Esta versión escrita es bastante más 
extensa, con algunos detalles aclaratorios y referencias bibliográficas que podrían 
resultar de utilidad. No obstante, algunos temas discutidos en la presentación oral son 
soslayados, porque un tratamiento razonable de ellos excedería los límites de este trabajo 
y debería incluir los aportes de los participantes desde sus puntos de vista particulares. 
Además de las citas en el cuerpo del texto, al final de cada parte de este trabajo se ofrecen 
algunas referencias bibliográficas adicionales. No pretenden ser exhaustivas, ni podrían 
serlo. En las menciones de autores y de sus realizaciones se tuvo en cuenta solamente lo 
que interesaba directamente en el marco de lo aquí expuesto, de modo que en general no 
hacen justicia al conjunto de sus aportes. 


(B)Lectura inicial: Einstein y el mundo físico 


La teoría de la relatividad es ante todo una teoría científica cuyas proposiciones son 
falsables en el bien conocido sentido establecido por Karl Popper, ya en 1934, en la primera 
edición de su “Logik der Forschung” (La Lógica de la Investigación Científica, Tecnos, 
Madrid, 1962). Su valor de verdad, visto desde este punto de vista, es independiente de las 
condiciones concretas, psicológicas y socio-culturales que acompañaron la génesis de la 
teoría. 

Pero como señala José Ortega y Gasset, en “El Sentido Histórico de la Teoría de Einstein” 
(Obras Completas, Revista de Occidente, volumen III, pp231-242, Madrid, 1947) una teoría 
es un cuerpo de pensamientos que “nace en un alma, en un espíritu, en una conciencia, lo 
mismo que el fruto en el árbol...sus peculiaridades acusan ciertas tendencias específicas en 
el alma que la ha creado...”. Por otra parte, parecería que si una teoría de semejante 
envergadura, como la teoría de la relatividad, puede surgir y prosperar en un momento 
histórico determinado, ello es posible porque de un modo u otro las personas 
contemporáneas, sus pensamientos, sus sentimientos, “han tomado espontáneamente 
determinada ruta...las ideas, cuanto más sutiles y técnicas, cuanto más remotas parezcan de 
los afectos humanos, son síntomas más auténticos de las variaciones profundas que se 
producen en el alma histórica...”. 

Además de las condiciones que impone el espíritu de la época en relación con las ideas de 
la teoría de la relatividad, es interesante prestar atención a las circunstancias de la vida 
personal de Einstein y su posible conexión con esas ideas. La vida de Einstein, por lo que 
se sabe, fue la de una persona reservada, solitaria, con pocos amigos y pocos alumnos 
directos. En relación con esto último, Prigogine se pregunta si no será una clave para 
explicar la importancia que el tema de la comunicación posee en la obra de Einstein: “su 
universo mental está poblado por observadores situados en marcos de referencia, en 
movimiento unos en relación con los otros, o sobre estrellas que poseen campos 
gravitacionales diferentes. Estos observadores se comunican entre ellos sus resultados 


mediante experiencias de emisión y recepción de señales luminosas. Es a este universo 
fraterno de observadores al que Einstein está ligado antes que nada. Es la objetividad 
incondicional que allí prevalece, lo que él está dispuesto a defender, aún al precio del 
abandono de la experiencia inmediata del tiempo...” (Ilya Prigogine, en J.P.Brans, 
I. Stenger y P.Vincke (eds.) “El Tiempo y el Devenir”, Gedisa, Barcelona, 1996). 

Teniendo en cuenta estas observaciones, consideremos ahora el punto de vista de Einstein 
sobre temas que, como veremos más adelante, se relacionan con las formulaciones 
variacionales de la física matemática y su significado epistemológico. Estos y otros puntos 
de vista personales pueden hallarse en su libro “Mi visión del mundo” (Edición de Carl 
Seelig, Tusquets, Barcelona, 1981). 


Albert Einstein: dos razones para desarrollar teorías científicas. 


“* ..Ante todo se requieren nuevas teorías cuando encontramos hechos nuevos que no 
reciben adecuada explicación en el marco de las teorías existentes. Ahora bien, tal motivo 
es, por así decirlo, trivial, impuesto desde afuera. Hay otra razón, más sutil y de no menor 
importancia. Se trata del esfuerzo por unificar y simplificar los dominios de la teoría 
considerada en su totalidad...” 


Albert Einstein: sencillez, naturaleza y pensamiento. 


“* ..Existe una pasión por alcanzar a comprender, lo mismo que existe una pasión por la 
música...No existirían sin ella ni las matemáticas ni la ciencia natural. El ansia por lograr 
comprender ha llevado una y otra vez a la ilusión de que el hombre es capaz de abarcar 
racionalmente el mundo objetivo mediante el pensamiento puro, sin necesidad de 
fundamentación empírica; en breve, a través de una metafísica...” 


“* ..Estoy convencido de que todo auténtico teórico es una espacie de metafísico en estado 
de domesticidad, por muy “positivista puro “que se pueda tener a sí mismo. El metafísico 
tiene la creencia de que lo lógicamente sencillo es también real; el metafísico domesticado 
no cree que todo cuanto sea lógicamente sencillo haya de tomar cuerpo en la realidad 
sensible, pero sí que la totalidad de la experiencia sensorial puede “entenderse” a partir de 
un sistema conceptual construido sobre premisas de suma simplicidad. El escéptico dirá 
que esto es un “credo milagroso”. Reconozcamos que es así, pero también se trata de un 
credo milagroso confirmado en asombrosa medida por el desarrollo de la ciencia...” 


Albert Einstein: el arte, la ciencia, y la rutina. 


** ..creo, con Schopenhauer que una de las razones más poderosas que impulsan al hombre 
hacia el arte y la ciencia es una huída de la rutina cotidiana, con su torpeza dolorosa y su 
yermo desconsuelo, es cortar el lazo de nuestros deseos siempre cambiantes. Es el intento 
de afinar las cuerdas de su existencia personal saliendo al mundo de la observación y la 
comprensión objetivas...El hombre procura formarse una imagen adecuada y fácilmente 
aprehensible del mundo, con el fin de sobreponerla a la experiencia de la realidad, 
sustituyéndola hasta cierto grado por ella. Esto es lo que hacen, cada uno a su modo, el 
pintor, el poeta, el filósofo y el investigador de la naturaleza. Hacia esta imagen y su 
elaboración desplazan lo principal de su vida sensible, buscando así la paz y la seguridad 
que no pueden encontrar en el círculo demasiado estrecho de su agitada experiencia 
personal.”(Conferencia sobre “Los principios de la investigación” que Einstein desarrolló 


en 1927, ante los miembros de la Sociedad de Físicos Alemanes, durante el homenaje a 
Max Planck en el día de su 60 cumpleaños) 


Albert Einstein: el tiempo como ilusión. 


“Para nosotros, físicos convencidos, la distinción entre el presente, el pasado y el futuro, es 
una ilusión, aún cuando sea obstinada” (en una carta dirigida al hijo y a la hermana de su 
mejor amigo y ex-compañero de estudios, Michel Besso, con motivo de su fallecimiento). 


Albert Einstein: la geometría y la experiencia. 


“¿Cómo es posible que la matemática, que es el producto del pensamiento humano e 
independiente de toda experiencia, pueda adaptarse de una manera tan admirable a los 
objetos de la realidad ¿ Opino que, a ésta pregunta, se puede responder de la siguiente 
manera: en cuanto las proposiciones de la matemática se refieren a la realidad, no son 
seguras, y en tanto son seguras no se refieren a la realidad...” (de una conferencia con el 
mismo nombre , desarrollada por Einstein durante una sesión pública de la Academia 
Prusiana de Ciencias, el 27 de enero de 1921, en el día en que se rendía homenaje a la 
memoria del rey Federico el Grande (1712-1786)). 


NOTA: 

Una buena traducción de los trabajos más importantes de Einstein en relación con la 
teoría de la relatividad, junto con un artículo de Guido Beck sobre la formulación tensorial 
de la relatividad restringida que sirve de puente al estudio de la relatividad generalizada, 
puede encontrarse en A.Einstein “La Relatividad. Memorias originales” (Emecé, Buenos 
Aires, 1950). La edición de Planeta-Agostini (Bogotá, 1986) de la obra de Einstein “El 
significado de la relatividad”, que no es para principiantes, junto con “Sobre la teoría 
especial y la teoría general de la relatividad”, también escrita por Einstein, pero para un 
público más amplio,puede resultar de interés. 

El libro clásico de Hermann Weyl, (en una notable traducción al inglés de la 4* edición 
alemana de 1922, debida a Henry L. Brose, y re-editada por Dover en 1950 con un 
prólogo de Weyl mismo donde plantea sus puntos de vista más recientes), continúa siendo 
una lectura fundamental sobre la matemática y la física de la relatividad: “Space, Time, 
Matter” (Dover, N.Y., 1950). 

La selección de textos sobre la teoría de la relatividad realizada por L.Pearce Williams en 
1968 y publicada en español con el título “La teoría de la relatividad: sus orígenes e 
impacto sobre el pensamiento moderno” (Altaya, Barcelona, 1993) vale la pena por los 
aportes muy interesantes de físicos (Newton, Mach y Einstein entre ellos), matemáticos 
(como Poincaré y Whittaker), filósofos, historiadores, psicólogos y artistas. 

El librito de W.H.McCrea, “Fisica Relativista” (UTHEA, Méjico, 1965) abarca numerosos 
temas de relatividad restringida, incluyendo mecánica de medios continuos, termodinámica 
y física estadística relativistas. Una exposición detallada de los fundamentos de la teoría 
de la relatividad, que en parte fue un resultado de las conversaciones que el autor 
mantuvo con Einstein en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, se encuentra en 
el libro de P.G.Bergmann “Introduction to the theory of relativity” (Dover, New York, 
2*ed., 1976). 

De autores uruguayos que han escrito sobre aspectos generales de física relativista, 
pueden mencionarse dos obras excelentes y de lectura accesible si se dispone de una 
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preparación matemática básica: “Física relativista” de Enrique Loedel, publicada por 
Kapelusz, Buenos Aires,en 1955; y “Física: Elementos fundamentales” de Mario Guerra, 
Juan Correa, Ismael Núñez y Juan Scaron, publicado en dos tomos por Reverté en 
Barcelona, 1985. 

De lectura más difícil, pero con resultados originales de investigación en relación con el 
tiempo-espacio de la teoría restringida, puede mencionarse el notable trabajo de José 
Ferrari: “Fundamentos de relatividad especial” (Departamento de Fisica, Facultad de 
Humanidades y Ciencias, UDELAR, setiembre de 1982). Este es el primero de una serie de 
artículos de ese autor, sobre física y cosmología de base relativista, publicados en 1983, 
1984, y 1985, en Il Nuevo Cimento (la revista de la Sociedad Italiana de Física) y en los 
Annalen der Physik (la revista donde Einstein publicó sus memorias sobre la teoría 
restringida y generalizada de la relatividad). 


(C) Algunos aspectos históricos y epistemológicos relacionados con los 
principios variacionales de la Física y con el principio de “ausencia de 
acción a distancia”. 


El primer enunciado de un principio variacional de tipo físico del que se tiene noticia, se 
debe a Herón de Alejandría, posiblemente unos 150 años a.C. Se refiere a la reflexión de la 
luz en espejos y plantea que el camino que toma el rayo que conecta dos puntos 
corresponde a una longitud mínima. 

Como casi todo lo importante para la cultura de Occidente, también los principios de 
extremo parecen haber surgido en la civilización griega. 

No obstante debe mencionarse ahora que las civilizaciones del Cercano Oriente, que 
precedieron a la civilización griega, tuvieron una influencia sobre su desarrollo y sus 
realizaciones científicas que no conviene subestimar. 

Después de la muerte de Alejandro de Macedonia (323 a.C.) los griegos describieron, 
duplicaron y mejoraron muchos logros técnicos y científicos que, al parecer eran conocidos 
desde mucho tiempo atrás por los habitantes de las colonias griegas en Egipto, Persia y 
otras regiones. 


Los siguientes avances significativos se producen, al parecer, recién en el siglo XVII, en un 
momento histórico en el que imperaba un esquema teleológico del mundo: simple, 
armónico, óptimo. 

En esa época se admitía que, al igual que un relojero experto que adapta cada pieza de un 
reloj a las demás, de modo que al ensamblarlas resulta un todo armónico que marcha por sí 
mismo sin necesidad de interferencias externas, Dios creó su mundo en una armonía 
preestablecida. 

Una consecuencia bastante natural de esta concepción filosófica es suponer que la 
naturaleza debe estar regida por principios de óptimo que pueden y deben ser descubiertos. 
La formulación de la dinámica de partículas y de los medios continuos según un principio 
tal, comenzada en el siglo XVII! y completada en el siglo XIX en el marco de la física 
newtoniana, y realizada en el siglo XX en el marco de la física relativista, es uno de los 
hechos más asombrosos de la ciencia moderna, pese a que en general pasa desapercibido. 


En relación con los principios variacionales en el siglo XVII, podemos mencionar los 


siguientes autores: 


-Fermat (1601-1665) formula un principio de tiempo mínimo en óptica, aplicable tanto a 
la reflexión como a la refracción de la luz. 

El principio de Fermat permite deducir las leyes de la reflexión y la refracción de la óptica 
geométrica, unificándolas en un único principio de óptimo. 


-Malebranche (1638-1715) formula en forma puramente cualitativa un principio de 
Economía de la Naturaleza que explicita un aspecto del sentir de la época. 


-Newton (1642-1727), sobre la base de conceptos de espacio y tiempo absolutos, establece 
los fundamentos de la mecánica, iniciando un enfoque de la dinámica de partículas y 
cuerpos rígidos que ahora conocemos como “mecánica vectorial”, en contraposición a la 
denominada “mecánica analítica”. 

A diferencia de Leibnitz, no parece haber estado particularmente interesado en intentar 
descubrir alguna relación entre las leyes físicas y el punto de vista característico de la 
visión teleológica del mundo del siglo XVII y principios del siglo XVIIL, que consideraba a 
nuestro mundo como el mejor de los mundos posibles. 


-Leibnitz (1646-1716) Introdujo el concepto de acción como producto de masa por 
velocidad por distancia recorrida. Dimensionalmente la acción es igual al producto de 
energía por tiempo. 

Para algunos autores (entre ellos Max Planck), Leibnitz, además de introducir el concepto 
de acción, planteó el principio de acción mínima con anterioridad a Maupertuis. 

En su obra “Ensayos de teodicea sobre la bondad de Dios, la libertad del hombre y el origen 
del mal”, Leibnitz expuso su convicción de que la organización de nuestro mundo es, en 
cierto sentido, la mejor de las organizaciones posibles. 


Durante la primera mitad del siglo XVIII se produce el desarrollo y la hipertrofia del 
esquema teleológico del mundo esbozado en el siglo XVII, mientras que durante la segunda 
mitad se produce una crítica radical a este esquema y sus exageraciones. 

Por sus aportes a la formulación variacional de la mecánica y al desarrollo de las primeras 
herramientas matemáticas adaptadas a esta formulación, mencionaremos a: 


-Maupertuis (1698-1759) En su trabajo “Las leyes del reposo y del movimiento deducidas 
de un principio metafísico” buscando generalizar el principio de Fermat, sostiene que la 
naturaleza procede de tal forma que siempre hace mínima la acción. 


-Euler (1707-1793) Investiga las consecuencias del principio de mínima acción de 
Maupertuis. En el proceso de aplicarlo a casos concretos comienza el desarrollo del cálculo 
de variaciones, la herramienta matemática por excelencia para el enfoque variacional de la 
física matemática. 


-Lagrange (1736-1813) Desarrolla el cálculo de variaciones en vista de su aplicación a la 
mecánica. Establece los fundamentos de la mecánica analítica y deduce (para los sistemas 
de partículas) las ecuaciones conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange, 
introduciendo una función de las coordenadas y las velocidades que desde entonces se 


conoce como función de Lagrange o simplemente, “Lagrangiana”. 


El amanecer de la ciencia moderna, durante los siglos XVII y XVIII, se produjo en un 
clima de romanticismo científico. La física y la matemática se impulsaron una a la otra y 
ocuparon juntas la atención de las figuras más relevantes de la época. 

Este fermental enfoque híbrido, físico y matemático a la vez, tuvo como contrapartida 
un cierto descuido de los problemas matemáticos relacionados con la existencia y unicidad 
de las soluciones, que sobre bases intuitivas se daban muchas veces por sentadas. 

Newton mismo formuló una vez un problema variacional consistente en determinar el 
sólido con simetría de revolución que presenta resistencia mínima al movimiento, en la 
dirección de su eje, en el seno de un fluido. Supuso una ley de resistencia para la cual el 
problema matemático no posee solución a menos que se introduzca una hipótesis adicional 
de regularidad sobre la curva generatriz, que en su caso estaba implícita. 

Euler y Lagrange razonaban algunas veces de una forma que no sería admitida en nuestra 
época, aunque sus conclusiones fueran correctas, vistas desde la perspectiva actual. 


Cuando, durante el siglo XIX la matemática adquirió, por así decirlo, una personalidad 
propia, sus conceptos fueron sometidos a una revisión meticulosa. A fines de ese siglo y 
durante la primera mitad del siglo XX, la preocupación por la pureza, por el rigor, y por la 
abstracción cada vez mayor en los conceptos matemáticos, condujo a una despreocupación 
excesiva por las aplicaciones. Esta despreocupación terminó por alejar progresivamente la 
investigación matemática del ámbito de las ciencias físicas y la tecnología, el manantial del 
que tradicionalmente habían surgido los impulsos que hacían posible la génesis de sus 
abstracciones más fecundas. El alejamiento de las ciencias y las técnicas caracterizó buena 
parte del desarrollo de la matemática durante el siglo XX, y condujo a físicos e ingenieros 
a redescubrir por sí mismos conceptos y métodos ya investigados, pero a los que no tenían 
acceso debido a las barreras que era necesario atravesar para una comunicación eficaz con 
la mayor parte de los matemáticos. 


En el siglo XIX y en el siglo XX el empleo del concepto de causa eficiente se extiende a 
todas las ciencias de la naturaleza. 

Parece llegar a su fin el proceso de eliminación progresiva de la causa final del marco 
epistemológico aceptado en las ciencias de la naturaleza. El pensamiento que hace uso del 
concepto de finalidad se circunscribe a las ciencias del hombre (psicología y sociología, 
entre otras). 

A comienzos del siglo XIX Laplace formula con bastante precisión el determinismo 
científico considerado como doctrina sobre la estructura del mundo. Según esta doctrina, es 
posible predecir cualquier suceso, con el grado de precisión que se quiera, siempre que se 
disponga de una descripción lo bastante precisa de los sucesos pasados junto con el 
conocimiento de todas las leyes de la naturaleza. 

Desde el punto de vista histórico el determinismo científico parece haber surgido de otra 
forma de determinismo, el religioso. El determinismo en cuanto tal (incluyendo los 
determinismos científico, religioso y metafísico) tuvo un origen religioso. Se basa en 
razonamientos que parten de los conceptos de omnipotencia y omnisciencia de Dios, para 
concluir que los acontecimientos futuros, en su totalidad, están predeterminados. 
Sustituyendo la idea de Dios por una idea de leyes de la naturaleza que todo lo determinan 
y que, a diferencia de Dios que es inescrutable, pueden ser descubiertas por la razón 
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humana, parecería que una vez conocidas esas leyes el futuro podrá ser predicho. No 
obstante la doctrina del determinismo basado en la omnipotencia y la omnisciencia divinas 
encuentra dificultades lógicas, además de su incompatibilidad con los presupuestos de la 
ética, por lo cual desde San Agustín se admite que por lo menos algunos acontecimientos 
futuros no están determinados, y la mayor parte de los trabajos de teología cristiana han 
abierto desde entonces las puertas a la doctrina del indeterminismo. 

En el siglo XX se produce el apogeo y la posterior crisis del determinismo, cuestionado 
desde adentro de la física por el desarrollo de la mecánica cuántica en la primera mitad de 
ese siglo, y desde afuera de la física por el desarrollo de nuevos conceptos ontológicos y 
epistemológicos sobre sistemas y emergencia, en las ciencias y en la filosofía de la segunda 
mitad del siglo. 


Por sus aportes a la formulación variacional de la física matemática conocida en su tiempo, 
y al desarrollo de nuevas herramientas matemáticas para esta tarea, incluyendo las 
utilizadas en el replanteo de la teoría de la relatividad utilizando un principio de extremo, 
en el siglo XIX y comienzos del siglo XX, mencionaremos a: 


-Hamilton (1805-1865) Formuló el principio de la acción estacionaria, conocido como 
“el principio de mínima acción de Hamilton”, a partir del cual pueden deducirse, en el 
marco de la mecánica analítica, las ecuaciones de la mecánica newtoniana de partículas y 
las leyes de conservación aplicables a los sistemas de partículas. 

En el principio de Hamilton la acción se define a partir de la función de Lagrange del 
sistema, mediante una operación de integración respecto del tiempo, a lo largo de una 
trayectoria posible, entre dos instantes dados. 

La acción utilizada por Hamilton es un concepto más general que el de Maupertuis. 

Este principio de acción estacionaria debido a Hamilton, y sus consecuencias, fueron 
extendidos en los siglos XIX y XX hasta abarcar sistemas mecánicos y electromagnéticos 
continuos, pasando a formar parte de lo que se conoce como Teoría Clásica de Campos. 


-Helmholtz (1821-1894) Hacia el final de su vida había logrado una formulación 
variacional de casi toda la física conocida en el siglo XIX, con la exclusión de los sistemas 
en los cuales los procesos irreversibles no pueden despreciarse. 


-Planck (1858-1947) Combinando el concepto de acción y el de cuanto, formula la 
primera versión de la física cuántica, a principios del siglo XX. 

Tanto en sus cursos y textos, como en sus conferencias y artículos científicos, insiste en la 
importancia del principio de la acción estacionaria, y en sus conferencias, libros y artículos 
de alcance filosófico señala reiteradamente su posible significado metafísico. 


-Hilbert (1862-1943) Construyó una formulación variacional de las teorías restringida y 
generalizada de la relatividad, que permite la deducción de las ecuaciones dinámicas y las 
leyes de conservación a partir de un único principio que generaliza el principio de Hamilton 
a los sistemas relativistas. 

Hilbert y varios de sus alumnos más eminentes estudiaron en profundidad los problemas de 
existencia de soluciones que se plantean en el cálculo de variaciones. Los resolvieron 
recurriendo a los denominados métodos directos. 
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La siguiente paradoja, atribuída a Perron (C.Young “Lectures on the Calculus of Variations 
and Optimal Control Theory”, Saunders, Philadelphia, 1969), exhibe con crudeza el peligro 
de suponer que existe la solución de un problema, sin demostrarlo previamente: 

“Sea M el entero positivo más grande. Si M es distinto de 1, resulta que M.M es mayor que 
M, lo que contradice la hipótesis de que M es el entero más grande. Por tanto debe ser 
M=1”. 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange, como veremos luego, y las denominadas condiciones de 
transversalidad del cálculo de variaciones, se deducen siguiendo exactamente la misma 
línea de argumentación utilizada en la paradoja de Perron. 

Se supone que existe una solución y luego se usa esta suposición para calcular la solución 
cuya existencia se postuló. 

Para la clase de problemas en la cual esta suposición es válida, no hay nada de malo en este 
procedimiento. Ahora bien, ¿cuál es esa clase? 

Como las denominadas condiciones necesarias del cálculo de variaciones no pueden 
responder a esta pregunta, desde un punto de vista lógico una “solución” deducida a partir 
de ellas, no es una solución válida, excepto si se demuestra que lo es estableciendo 
condiciones suficientes. 

Es extraño cómo este problema parece haber pasado desapercibido durante los siglos XVII 
y XVIIL 

Aparentemente es necesario esperar al siglo XIX, para encontrar a Legendre, a Jacobi y 
sobre todo a Weierstrass criticando los métodos de Euler y Lagrange por descuidar la 
cuestión de la existencia de las soluciones. 

De hecho, poco antes del análisis crítico de Welerstrass, B.Riemann había efectuado la 
misma suposición injustificada en su famosa discusión sobre el principio variacional de 
Dirichlet. 

Tal vez sea el momento de insistir en algo que por obvio, muchas veces es pasado por alto: 
la grandeza en los emprendimientos intelectuales no se mide por la ausencia de errores, 
sino por la creación de conceptos y métodos que servirán de inspiración y guía para las 
generaciones futuras. 

Ni los matemáticos y físicos más destacados, ni otras personas reconocidas como muy 
capaces, dejan de cometer errores, aún en sus áreas de especialidad. 

C.Young, que conoció personalmente a Hilbert, relata que una vez éste tuvo que asistir al 
funeral de dos de sus alumnos, que, desesperados por ciertos errores cometidos en sus tesis 
de doctorado, se habían suicidado. Bajo la lluvia, durante más de una hora, Hilbert dedicó 
la mayor parte de su oración fúnebre a demostrar cómo las tesis de esos desdichados 
podrían corregirse, y a señalar lo bueno y valioso contenido en esos trabajos. 


El esfuerzo por no cometer errores durante una investigación científica o técnica es 
necesario, pero no debería ser llevado al extremo característico del trabajo profesional. 

Este consiste, en su mayor parte, en la aplicación de conceptos y métodos generalmente 
bien conocidos y aceptados en el momento en el que el profesional desarrolla su actividad, 
a menudo disponibles en normas técnicas que guían y aseguran la práctica. Como 
consecuencia el trabajo profesional se desarrolla las más de las veces sobre terreno 
conocido y siguiendo caminos ya trazados, por lo cual la actitud de la sociedad ante un 
error cometido por un profesional técnico superior (abogado, médico, ingeniero) no debería 
ser la misma que ante un error cometido en una investigación propiamente dicha. 
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Por último, cerrando esta breve descripción histórica y epistemológica, tenemos al creador 
de las teorías de la relatividad restringida y generalizada: 


-Einstein (1879-1955) Como en su época lo hizo Newton para la dinámica clásica, 
Einstein planteó una formulación diferencial, local, analítica, de la dinámica relativista, 
tanto en su versión restringida como en su versión generalizada. La formulación integral, 
sintética, variacional, de ambas teorías, fue efectuada posteriormente por otros autores, 
entre ellos, Hilbert y Wey]l. 


Resulta muy interesante lo que señala reiteradamente Popper en relación con el punto de 
vista de Einstein sobre el determinismo: pasó de sostener un determinismo científico en su 
juventud, a un determinismo que puede considerarse como metafísico y tal vez religioso, 
en su madurez. 

Esta convicción lo llevó a exigir que las teorías físicas, para ser completas, fueran 
deterministas. 

Como admitía a priori que el mundo físico es simple, exigía simplicidad en la estructura de 
las teorías que intentan describirlo. 


Para el determinismo metafísico, todos los acontecimientos están predeterminados, el 
futuro es tan inamovible como el pasado, con independencia de la existencia de 
observadores y de todo intento de predicción. Los sucesos están predeterminados inclusive 
aunque el mundo no manifestara regularidades y pareciera aleatorio. 


Esta versión débil del determinismo no parece poseer suficiente contenido empírico como 
para ser constrastada, pero para Einstein parecía ser una convicción demasiado arraigada. 
Por eso, pese a los esfuerzos de Popper a favor del indeterminismo, en una larga entrevista 
que mantuvieron en 1950, Einstein parece no haber quedado convencido (K.Popper, El 
Universo Abierto, Tecnos, Madrid, 1996, capítulo IV. No obstante W.W Bartley III, quien 
preparó la edición de este libro de Popper, señala que en mayo de 1954, un año antes de 
morir, Einstein parecía haber cambiado de opinión sobre el determinismo, al menos por lo 
que se desprende de una carta de Wolfang Pauli a Max Born, en la que Pauli describe 
algunas conversaciones mantenidas con Einstein en Princeton). 


La versión de Laplace del determinismo científico, según la cual el estado presente del 
universo es un efecto de su estado anterior y es causa del estado siguiente, de modo que una 
inteligencia que pudiera conocer todas las fuerzas de la naturaleza y el estado del universo 
en un instante, podría conocer la totalidad del pasado y la totalidad del futuro, está 
formulada con la mecánica newtoniana como trasfondo. Se admitía que la mecánica 
newtoniana debía considerarse como una especie de superteoría a la que eventualmente se 
lograría reducir las otras ramas de la física. 


En el año 1879 en que nació Einstein, para la física de aquel entonces se admitía la validez 
del siguiente programa reduccionista: 
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MECÁNICA NEWTONIANA 


Relación de dominio presumida 


TERMODINÁMICA 
TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


Las flechas de trazo lleno representan una relación de dominio presumida en esa época. Se 
suponía que la disciplina a la que llega la flecha debía ser dominada por la disciplina de 
donde parte la flecha. Los signos de interrogación que aparecen al lado de las flechas 
expresan el carácter conjetural de esa suposición. Esa relación de dominio debe entenderse 
como la capacidad de la mecánica newtoniana de dar cuenta tanto de la electrodinámica 
como de la termodinámica, en el sentido siguiente. En esa época se suponía que los 
conceptos y leyes, tanto de la electrodinámica como de la termodinámica, se podrían 
reducir a los conceptos y leyes de la mecánica newtoniana, que las unificaría entonces en 
un mismo cuerpo de teoría física, basado en las nociones de espacio y tiempo absolutos. 
Esta suposición se demostró errónea. La electrodinámica resultó ser compatible con la 
mecánica relativista, cuya formulación requirió la eliminación de los conceptos de espacio 
y tiempo absolutos, mientras que la termodinámica ha resultado ser compatible con, y ha 
podido reducirse en parte a la física cuántica. 


En 1879 la electrodinámica ya estaba formulada utilizando los conceptos de campo 
introducidos por Faraday y desarrollados matemáticamente como un sistema de ecuaciones 
diferenciales a derivadas parciales (ecuaciones de campo) por Maxwell. Los procesos de 
transporte de calor y masa también habían sido formulados utilizando ecuaciones de 
campo. Pero mientras que las ecuaciones de la electrodinámica implicaban una velocidad 
finita de propagación de los efectos electromagnéticos ( lo que desde el punto de vista 
matemático se expresa en el carácter hiperbólico de esas ecuaciones) las ecuaciones de la 
difusión de la masa o de la conducción del calor implicaban una velocidad infinita de 
propagación de los efectos difusivos o caloríficos ( lo cual, desde el punto de vista 
matemático se expresa ahora en el carácter parabólico de las correspondientes ecuaciones). 


El principio de causalidad clásico había tomado la forma del denominado indistintamente 
principio de acción cerrada, de localidad, de contigiiidad o de ausencia de acción a 
distancia. Según este principio, la variación en el estado de los cuerpos en una región 
determinada del espacio, a partir de un instante de tiempo dado, depende solamente del 
estado de los cuerpos que ocupan las regiones adyacentes en un instante previo. Sobre la 
base de este principio, tanto Leibnitz como Huygens se habían opuesto enérgicamente a la 
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teoría newtoniana de la gravitación, que se basaba en la acción a distancia y en 
consecuencia violaba el mencionado principio. Al principio de localidad, Einstein lo 
denominaba “principio de acción a distancias decrecientes”. En forma precisa, en la 
formulación fuerte del principio se supone que el estado exacto en un punto P en un 
instante £ depende solamente del estado exacto de los puntos de una cierta región, próxima 
al punto P y que lo contiene en su interior, en un instante previo t— Af. A medida que Af 
decrece, las dimensiones de esa “región de influencia” sobre P disminuyen, tendiendo a 
cero cuando Af tiende a cero. Si, como se hace en la teoría de la relatividad, se admite que 
la velocidad de propagación de las interacciones o las señales se encuentra acotada 
superiormente (por la velocidad c de la luz en el vacío) el estado en un punto P depende a 
lo sumo del estado de los puntos en una esfera de radio c- Af en un instante £— Af previo. 
Las ecuaciones hiperbólicas de la electrodinámica son compatibles con la formulación 
fuerte del principio de acción local. 

Por el contrario, las ecuaciones parabólicas del transporte de masa y calor violan el 
principio, porque el efecto de una perturbación localizada en la concentración o en la 
temperatura, ocurrida en un instante dado, en un instante posterior se habrá propagado a 
todos los puntos del espacio, no importa cuán alejados se encuentren. Como el efecto de la 
perturbación decrece rápidamente con el aumento de la distancia entre la región perturbada 
y el punto donde se considera el efecto, en la práctica éste no puede detectarse fuera de una 
cierta región de influencia que depende entonces de la apreciación de los instrumentos de 
medición. Para tener en cuenta estos casos es necesario admitir una formulación más débil 
del principio de contigitidad o modificar las ecuaciones del transporte de masa y calor para 
que adopten características hiperbólicas en vez de parabólicas. Admitiendo el punto de 
vista de Einstein según el cual debemos retener la formulación fuerte del principio, con c 
como velocidad límite, la ecuación del transporte del calor fue replanteada por C.Cattaneo 
en un trabajo presentado en 1958 ante la Academia de Ciencias, en Paris: “Sur une forme 
de l'equation de la chaleur eliminant le paradoxe d”une propagation instantaneé” (Comptes 
Rendus Acad.Sci.Paris, 245,1958). 


NOTA: 

Un desarrollo interesante desde el punto de vista histórico y filosófico, que complementa lo 
expuesto en esta parte (C), es el ensayo publicado originalmente en 1939 por A. d'Abro, 
orientado a estudiar la génesis de las físicas relativista y cuántica, e incluyendo una 
presentación conceptual de las herramientas matemáticas de la física: “The rise of the new 
physics. Its mathematical and physical theories” (2 tomos, Dover, N.Y., 1952). 

Un estudio más moderno, histórico, filosófico y físico-matemático, centrado en los 
principios variacionales de la física se encuentra en la monografía de W.Yougrau y 
S.Mandelstam “Variational principles in dynamics and quantum theory” (3% edición, 
Dover,New York, 1970). 

Un panorama del pensamiento europeo durante el siglo XIX se puede hallar en los cuatro 
tomos de la monumental obra de J.T.Merz “History of European Thought in the 
Nineteenth Century” (W.Blackwood, Edimburgo, 1896-1914). 

El estudio detallado del desarrollo histórico de las ciencias hasta ese mismo siglo se halla 
en los tres primeros tomos de la obra de R.Taton “Histoire Générale des Sciences” 

(Presses Universitaires de France, Paris, 1957-1960). 

Un tratamiento compacto pero completo de la historia de la ciencia y sus relaciones con 
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otros aspectos de la cultura, enfatizando los aportes europeos y el punto de vista inglés, 
hasta 1940 inclusive, es el de W.C.Dampier en “A History of Science and its relation to 
Philosophy and Religion” (Cambridge University Press, 4* ed., Cambridge, 1949. Hay 
traducción al español, Tecnos, Madrid, 3% ed., 1997). 

Finalmente, un marco histórico y filosófico general, presentado para el gran público en el 
estilo diáfano y elegante de su autor, se puede encontrar en la traducción por Aguilar 
(Madrid, 1964) de “La Sabiduría de Occidente: Visión histórica de la Filosofía Occidental 
en su marco social y político” de B.Russell. 


(D) El continuo tiempo-espacio de Minkowski. El tiempo y el espacio en la 
teoría de la relatividad. 


Posiblemente la proposición fundamental de la teoría de la relatividad restringida es la que 
afirma que el espacio y el tiempo forman un todo indisoluble. Esta proposición se 
desprende del examen de las transformaciones de Lorentz que conectan el instante y las 
coordenadas de posición de un evento tal como es registrado desde un sistema inercial con 
el instante y las coordenadas de posición de ese mismo evento tal como es registrado desde 
otro sistema inercial que se desplaza con velocidad V respecto del primero. No solo las 
coordenadas espaciales  x',y',z del evento respecto al nuevo sistema de referencia 
dependen del tiempo + y de las coordenadas espaciales x, y,z de ese evento respecto del 
viejo sistema, sino que el instante de tiempo +1' en el que ocurre el evento en el nuevo 
sistema depende del tiempo y de las coordenadas espaciales referidas al viejo sistema. 
Cuando los sistemas inerciales poseen un eje de coordenadas paralelo a la dirección de su 
movimiento relativo y los orígenes de tiempo y espacio coinciden en un mismo evento, se 
tienen las expresiones más simples de la transformación de Lorentz: 


pe 

' x-V ' ' ' e? 
v? ve 
ls es 

C C 


V j s y 
(Si —es despreciable respecto de 1, las fórmulas se reducen a las que se denominan 
Cc 
transformaciones de Galileo:  x'=x-—V.f y'=y L=Z tt=t 
Ahora el tiempo es un invariante al pasar de un sistema de referencia a otro). 


Como cada evento viene caracterizado, respecto de un sistema inercial, por una cuaterna de 
números reales que corresponden a la coordenada temporal y a las tres coordenadas 
espaciales, como el mismo evento se debe poder describir respecto de cualquier sistema 
inercial de referencia, y como al pasar de un sistema inercial a otro, en la teoría restringida 
de la relatividad espacio y tiempo se interrelacionan, parece natural pensar en el mundo 
físico, considerado como un universo de eventos, recurriendo a un espacio abstracto de 
cuatro dimensiones. En 1907 Hermann Minkowski desarrolló esta idea introduciendo un 
continuo tiempo-espacio con una definición de distancia entre dos eventos cualesquiera que 
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se calcula a partir de las coordenadas de espacio y tiempo de los eventos y permanece 
invariante al cambiar de sistema inercial de referencia. La denominó intervalo entre 
eventos. Si Af es la separación en el tiempo, y Ax,Ay,Az son las separaciones espaciales 
a lo largo de los ejes de un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, para un par de 
eventos que se describen respecto de un sistema inercial K ,el intervalo As entre esos 
eventos se puede definir así (siendo c la velocidad de la luz en el vacío): 


(As)? =c*(Ar)? — (Ax)? (Ay)? —(A2)* 


Esta medida de la distancia entre eventos, en tanto no depende del sistema inercial respecto 
del cual se la calcula, es un verdadero absoluto. Como el intervalo entre dos eventos 
conectados por la trayectoria de una señal luminosa vale siempre cero, el intervalo no es 
una distancia propiamente dicha, es una seudo-distancia. (Generalmente se pide que una 
distancia entre puntos de un espacio abstracto se anule siempre y cuando los puntos 
coincidan, pero en el caso del intervalo su anulación no asegura la identidad de los 
SUCEesos). 


La teoría de la relatividad puede contemplarse desde dos puntos de vista. En uno de ellos la 
atención se centra en la relatividad de conceptos como el tiempo y el espacio, que en la 
física newtoniana se consideraban absolutos. En el otro la atención se vuelve hacia los 
nuevos absolutos, invariantes bajo el grupo de transformaciones de Lorentz, de los cuales el 
más básico es, quizás, el intervalo, pero entre los que se encuentran también la acción que 
aparece en la versión relativista del Principio de Hamilton, y la entropía termodinámica. 


Una consecuencia de esta interrelación entre el tiempo y el espacio es que la separación de 
espacio y tiempo, y el orden temporal en el que se presentan algunos eventos, depende del 
sistema de referencia respecto del cual se establece el orden temporal y espacial de los 
fenómenos. Así, sucesos que son simultáneos respecto de un sistema, no tienen porqué 
serlo respecto de otro sistema. El ordenamiento temporal de sucesos relacionados mediante 
una influencia física directa (por ejemplo, dos sucesos vinculados mediante la propagación 
de una señal) es absoluto, el mismo para todos los sistemas de referencia, de modo que un 
evento que se puede considerar como causa siempre precede a un evento que se puede 
considerar como su efecto. El cuadrado del intervalo entre dos eventos que pueden tener 
una relación causal es siempre positivo o nulo, porque siendo la velocidad de la luz la 
máxima velocidad con que pueden viajar las señales, la distancia espacial entre dos eventos 
causalmente relacionados debe ser inferior o a lo sumo igual a la distancia que viaja la luz 
durante el intervalo de tiempo que separa los eventos, todo ello respecto de un mismo 
sistema inercial de referencia. Pero los sucesos que no pueden estar relacionados mediante 
una influencia física directa de uno sobre el otro, presentan un orden temporal dependiente 
del sistema de referencia respecto del cual son observados. En este caso el cuadrado del 
intervalo entre los sucesos es siempre negativo (el intervalo es un número imaginario) 
porque la distancia espacial que separa los eventos es mayor que la distancia que viaja la 
luz durante el intervalo de tiempo que los separa. 


Puesto que el orden espacial en su forma pura se refiere a sucesos simultáneos en lugares 
diferentes y puesto que la simultaneidad de eventos que no ocurren en exactamente el 
mismo lugar es relativa, resulta que la separación de las relaciones puramente espaciales a 
partir del conjunto de relaciones de tiempo-espacio es también relativa, dependiente del 
sistema inercial utilizado para realizar esa separación. El espacio en cuanto tal es una 
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sección del continuo tetra-dimensional tiempo-espacio, sección en la que se encuentran 
todos los eventos que son simultáneos respecto de un sistema de referencia dado. Pero 
si cambiamos de sistema de referencia cambian los eventos integrantes de esa sección, 
porque son otros los eventos simultáneos. 


Se ha dicho, y se dice a veces, que la teoría de la relatividad espacializa el tiempo. Este 
punto de vista ha sido sostenido casi siempre por personas inclinadas a pensar que el 
tiempo es en última instancia una ilusión. La posibilidad de concebir el continuo de 
Minkowski como algo dado en su totalidad, que puede ser visto de afuera abarcando desde 
el pasado más remoto hasta el futuro más lejano, resulta atractiva para personas que piensan 
en un universo material causalmente cerrado y estrictamente determinista. 


En la medida en que la teoría de la relatividad nos conduce a considerar el conjunto de 
todos los sucesos, haciendo abstracción de sus propiedades concretas, atendiendo solo a la 
estructura universal de relaciones de acción causal entre ellos, por la cual todo suceso del 
conjunto actúa, de una u otra manera, sobre otros sucesos y recibe a su vez la acción de los 
otros, ese mundo de eventos que de ese proceso de abstracción resulta presenta tiempo 
y espacio fundidos en un continuo. 


Al intentar caracterizar un evento, es necesario considerar un sistema de coordenadas en ese 
continuo. Cada sistema de coordenadas admisible para la teoría restringida de la relatividad 
corresponde a un sistema inercial con sus relojes y sus reglas. La geometría de ese continuo 
está determinada por las configuraciones que permanecen invariantes bajo el grupo de todas 
las transformaciones entre esos sistemas de coordenadas (que no son otras que las 
transformaciones de Lorentz). 


La seudo-métrica que se introduce a través del intervalo que separa dos eventos, conlleva 
la multiplicación del intervalo temporal por la velocidad de la luz, lo cual equivale a 
sustituir la distancia en el tiempo por una distancia espacial equivalente (la distancia que 
recorrería una señal luminosa durante ese tiempo), de modo que las cuatro coordenadas de 
cada evento son espaciales. 


Claro está que se podría haber dividido las coordenadas espaciales por la velocidad de la 
luz, y entonces, como las nuevas coordenadas miden el tiempo que una señal luminosa 
tardaría en recorrer los correspondientes intervalos espaciales, ahora las cuatro coordenadas 
de un evento serían temporales. 


Ambas descripciones son equivalentes, así que optar por una u otra es un asunto de gusto o 
más bien de predisposición. En la descripción en términos de coordenadas temporales el 
invariante que mide la distancia entre los eventos es la diferencia de tiempo propio entre 
ellos, y se emplea, como veremos luego, en la formulación variacional de la dinámica 
relativista. 


En el proceso de integración de tiempo y espacio en un mismo continuo de cuatro 
dimensiones, el espacio parece llevar la peor parte, al menos si se toma como punto de 
comparación el concepto newtoniano absoluto. En la teoría restringida de la relatividad, 
pese a la relatividad de la simultaneidad, (que tanto afecta al concepto de espacio en cuanto 
tal), lo esencial en el concepto de tiempo, el antes y después, su relación con la causalidad, 
con la asimetría entre el pasado y el futuro, reaparece abriendo nuevas posibilidades 
epistemológicas, como mostró Popper (““El Universo Abierto: Un argumento a favor del 
indeterminismo”, Tecnos, Madrid, 1996, pp.80-85). 
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Sin entrar ahora en un análisis detallado, señalemos solamente la diferencia de signo que 
presenta la componente temporal respecto de las componentes espaciales del intervalo. 
Corresponde a una asimetría en los roles del tiempo y el espacio. Mientras que se puede ir 
de derecha a izquierda y de izquierda a derecha a lo largo de un eje de coordenadas 
espaciales, en el continuo tiempo-espacio de la teoría restringida de la relatividad se puede 
influir físicamente sobre eventos futuros pero no sobre sucesos pasados. 


Arthur Eddington (“The Nature of the Physical World”, Cambridge, 1928; hay una edición 
en español publicada por Sur, Buenos Aires, 1938) propuso representar geométricamente 
las relaciones entre tiempo y espacio mediante un diagrama que se hizo famoso: la 
representación de los conos de luz. Limitó las dimensiones del espacio a dos, de modo que 
añadiendo una dimensión correspondiente al tiempo, se puede hacer el conocido dibujo en 
perspectiva que aparece en la mayor parte de las obras didácticas. 


En lo que sigue se efectúa una descripción verbal abstracta de esos conos. Tomando un 
evento (aquí-ahora) como origen y un sistema inercial como base para determinar las 
coordenadas de tiempo y espacio, la totalidad de los puntos (eventos) del continuo de 
Minkowski se reparten en tres regiones, separadas entre sí por la superficie de los 
denominados conos de luz pasado y futuro: 


0 -(0 0) - (0 =0 


El eje de coordenadas de tiempo es el eje común a ambos conos, que tienen en el evento 
tomado como origen su vértice común. 


La magnitud As? toma valores positivos en el interior de los conos, negativos en el interior 
de la región del tiempo espacio que rodea a los conos y cero en la superficie de los mismos. 
La región que rodea a los conos se puede denominar presente posible (visto desde la 
perspectiva del tiempo, porque cualquier evento allí situado puede hacerse simultáneo con 
el origen si se elige adecuadamente el sistema de referencia) o más allá absoluto (visto 
desde la perspectiva del espacio, porque no es posible encontrar un sistema de referencia en 
el que uno de estos eventos se produzca en la misma posición espacial que el origen). 


Si la velocidad de la luz se hace tender a infinito, el cono futuro se amplía hasta abarcar el 
hemi-espacio 1>0, mientras que el cono pasado se amplía hasta abarcar el 
hemiespacior <0. El hiperplano f=0 que los separa, representa ahora el presente 
posible, el mismo para todos los sistemas de referencia inerciales: es el presente absoluto 
de la física newtoniana, formado por eventos que son simultáneos para cualquier 
observador. 


A partir de los conos de luz y su significado causal, es posible concluir que la versión de 
Laplace del determinismo científico no resulta sustentable desde la perspectiva de la teoría 
restringida de la relatividad. 


Supongamos que la predicción de los estados futuros de un sistema aislado se efectúa a 
partir de toda la información que en principio podría juntar un observador situado aquí y 
ahora, como diría Eddington. Ese observador conoce las leyes deterministas de la dinámica 
y dispone de los medios de cálculo necesarios. 


Llamemos O al evento asociado con el observador. Sea F un evento futuro que nuestro 
observador pretende predecir. Por ser un evento futuro se encuentra en el cono futuro de O. 
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Si un evento, tal como F, es posterior a otro, tal como O, es decir si F se encuentra en el 
cono futuro de O, que entonces le es previo, el cono pasado de F abarca completamente el 
cono pasado de O. Pero el cono pasado del evento posterior F comprende eventos 
adicionales respecto al cono pasado del evento previo O, de modo que hay sucesos que 
pertenecen al cono pasado de F pero no pertenecen al cono pasado de O. Como estos 
eventos pueden influir sobre el suceso que va a ocurrir en F, pero O no puede recibir 
información sobre ellos porque no se encuentran en el cono pasado de O, el observador no 
dispone de suficiente información como para poder predecir lo que va a ocurrir en F. 


Parecería entonces, como dice Popper en el libro citado, que la teoría restringida de la 
relatividad conduce a considerar nuestro pasado como aquella región del continuo tiempo- 
espacio que nosotros, aquí y ahora, podemos en principio conocer, mientras que nuestro 
futuro es aquella región que, sometida a la influencia del pasado, está siempre abierta y en 
principio no es plenamente cognoscible. 


Lo que la teoría restringida permite son retrodicciones completas, no predicciones 
completas. Eso a pesar de que sus leyes dinámicas son deterministas. 


En todo esto presuponemos que el observador que predice o retrodice se encuentra en el 
interior del sistema. Las leyes disponibles son deterministas en el sentido que si se las 
alimenta de información completa y exacta sobre las condiciones iniciales de un sistema 
aislado, permiten predecir o retrodecir los estados del sistema con exactitud. 


El retardo en la recolección de la información proveniente de los puntos distantes 
genera en última instancia esta asimetría entre pasado y futuro. Si se pudiera recolectar 
información sin retardo alguno desde cualquier punto del espacio, como presupone la 
formulación de Laplace sobre la posibilidad de predecir con absoluta precisión los estados 
futuros de un sistema aislado (el universo en su caso), se podría definir un tiempo absoluto. 
Entonces, como dijimos antes, los conos de luz degenerarían en semi-espacios separados 
por un hiper-plano de presente absoluto. Conociendo los sucesos simultáneos en ese 
presente absoluto (el estado presente del sistema) y las leyes dinámicas deterministas, se 
podrían predecir los estados futuros o reconstruir los estados pasados con absoluta 
precisión. A partir de 1905 esta posibilidad quedó vedada. 


Consideremos entonces, desde un punto de vista epistemológico, las nuevas relaciones 
entre las teorías físicas cuando aparece la física relativista. 


Entre 1905 y 1915 teníamos el siguiente panorama en relación con la teoría restringida de 
la relatividad: 
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RELATIVIDAD RESTRINGIDA 


pa 
NS 


q 


TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA 


MECÁNICA NEWTONIANA 
DE PARTÍCULAS 


La flecha indica el dominio de la teoría restringida sobre la mecánica newtoniana. Ésta se 
obtiene como caso límite de la dinámica relativista haciendo tender a infinito la velocidad 
de la luz. El segmento de línea continua que conecta la relatividad restringida con la teoría 
electromagnética representa la compatibilidad entre ambas teorías, sin que una domine 
sobre la otra. La línea de trazo punteado representa la inconsistencia entre la mecánica 
newtoniana de partículas y la teoría electromagnética. La teoría de la gravitación de 
Newton permanecía como una teoría de acción a distancia, inexplicada e incompatible con 
la física relativista. 


En relación con las relaciones de compatibilidad de las teorías físicas, D.Hilbert en su 
trabajo “Axiomatisches Denken” de 1918, (reimpreso en “Gesammelte Abhandlugen”, N* 
3, Springer, Berlín, 1935) llamó la atención sobre lo siguiente: no es suficiente que la 
estructura de una teoría física, tal como la mecánica, sea internamente consistente, sino que 
además sus proposiciones no deben contradecir las de las teorías de campos vecinos, como 
lo es la teoría electromagnética en el caso de la mecánica. Este requerimiento de 
compatibilidad, también denominada consistencia externa (M.Bunge, “La investigación 
científica”, Siglo XXI Eds., Méjico, 2001) o coherencia explicativa (P.Thagard, “The best 
explanation criteria for theory choice”, Journal of Philosophy, N* 75, pp 76-92, 1978) 
puede (y debe) extenderse a todas las teorías científicas, admitiendo que las subdivisiones 
del conocimiento científico son en buena medida convencionales y que hay una unidad 
subyacente. 


A partir de 1900 comienza a gestarse la física cuántica, estrechamente relacionada con la 
mecánica analítica, pero en esta etapa se desarrolla interactuando poco con la teoría 
restringida de la relatividad. 


En 1915 aparece la teoría generalizada que compatibiliza la gravitación con la relatividad. 


La reflexión sobre la igualdad entre masa gravitacional y masa inercial, condujo a Einstein 
a plantear la equivalencia local entre un sistema de referencia no inercial y un campo 
gravitatorio. En una región del espacio lo bastante pequeña como para que allí el campo 
gravitatorio se pueda considerar uniforme, es posible eliminarlo sustituyéndolo por un 
sistema uniformemente acelerado cuya aceleración sería igual a la que adquiriría una 
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partícula situada en la región de campo gravitatorio considerada. Pero localmente en el 
tiempo y en el espacio, un sistema acelerado puede aproximarse por uno inercial que, por 
así decirlo, le es “tangente”. 


A partir de 1916 tenemos, en lo que puede denominarse teoría clásica (o sea, no cuántica) 
de campos y partículas, un panorama como el representado en el esquema siguiente: 


e 


RELATIVIDAD GENERAL 


RELATIVIDAD 
a RESTRINGIDA 
GRAVITACIÓN 
NEWTONIANA | 
on ELECTRODINÁMICA 
CLÁSICA 


MECANICA NEWTONIANA 
DE PARTICULAS 


E A 


Como en los esquemas previos, las flechas de trazo continuo representan relaciones de 
dominio de una teoría sobre otra. La teoría generalizada domina sobre la gravitación 
newtoniana y sobre la teoría restringida. Las demás relaciones de dominio, compatibilidad e 
inconsistencia ya fueron explicadas. Cuando la velocidad de la luz tiende a infinito, la 
teoría generalizada da en el límite la teoría newtoniana de la gravitación. Cuando la 
curvatura del tiempo-espacio se hace tender a cero, la relatividad restringida se obtiene 
como límite de la relatividad general. 


En la teoría general de la relatividad se introduce un nuevo continuo tiempo-espacio, que 
localmente se puede representar por un continuo de Minkowski, de forma análoga a como 
una superficie curva lo bastante regular contenida el espacio euclídeo tridimensional se 
puede aproximar en cada uno de sus puntos por el correspondiente plano tangente. La 
curvatura de este espacio en cada punto depende de la distribución de masas y sus 
movimientos, de tal forma que sus propiedades geométricas no pueden separarse de la 
materia ponderable y su movimiento. Como las curvaturas locales son positivas, el espacio 
puede resultar finito aún cuando sea ilimitado. En este espacio curvado la asimetría entre el 
pasado y el futuro se verifica localmente, pero puede no verificarse globalmente, ya que 
una línea de universo que representa una trayectoria posible de una partícula, puede 
cerrarse sobre sí misma, como lo demostró Kurt Gódel en un famoso artículo sobre las 
soluciones de las ecuaciones de campo en la teoría general de la relatividad. La única forma 
de excluir esta posibilidad es añadiendo a la teoría un principio ad-hoc que la elimine, como 
sugirió Einstein mismo, o bien modificar desde su base misma la teoría generalizada. 
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En la teoría generalizada se introduce una expresión local del intervalo ds? = yy 85, ¿dx dx! 
ik 


donde los índices ¿,k se suman sobre los números naturales entre 0 y 3, representando con 


el 0 la coordenada temporal y con los demás números las coordenadas espaciales. Los 
símbolos g,, varían por lo general de un punto a otro del tiempo-espacio, y determinan la 


seudo-métrica local. Las ecuaciones de campo de la teoría, junto con condiciones de borde 
adecuadas, permiten determinarlos. Para medir la curvatura local del espacio-tiempo es 
suficiente efectuar mediciones desde adentro, no es necesario imaginar un espacio euclídeo 
de mayor dimensión en el interior del cual ese continuo se encuentra inmerso, en forma 
análoga a como una superficie curvada bidimensional se encuentra inmersa en el espacio 
euclídeo tridimensional que nos es familiar. Para ello es conveniente una caracterización de 
los elementos geométricos básicos, como las líneas rectas y los ángulos de la geometría de 
Euclides, de manera que se los pueda generalizar a espacios multidimensionales curvados 
del tipo denominado espacios de Riemann, entre los cuales se encuentra el tiempo-espacio 
de la teoría general de la relatividad. Las líneas rectas, y solamente ellas, son las curvas de 
longitud mínima que pasan por dos puntos dados del plano o del espacio euclídeo. En un 
espacio de Riemann, curvas equivalentes a las rectas del espacio euclídeo pueden definirse 
entonces como las líneas de menor longitud que unen dos puntos dados, lo que en 
geometría diferencial se llama líneas geodésicas. Dados tres puntos se construyen las líneas 
geodésicas que los unen y queda definido un triángulo. Por cada vértice del triángulo pasan 
dos geodésicas, y las tangentes a esas geodésicas en dicho vértice determinan el 
correspondiente ángulo del triángulo. Así se construye paso a paso una geometría intrínseca 
al continuo considerado. En el caso de una superficie esférica, si , fP,y son los ángulos de 
un triángulo contenido en la superficie, sic es el área de ese triángulo, y si K es una 
medida intrínseca de la curvatura denominada curvatura de Gauss, se tiene: 
a+P+y-ar= o(K + €) donde e tiende a cero cuando el triángulo se contrae hacia un 
punto de la superficie y su área tiende a cero. Entonces, cuanto menor es ese triángulo, más 
próxima a 7 se encuentra la suma de sus tres ángulos. La geometría en una superficie 
esférica es, localmente, una geometría euclídea plana. Reordenando la fórmula para la suma 
a+ Pr+y-7T 
o 
estimar sumando los ángulos de un triángulo, restando 7 y dividiendo el resultado por el 
área del triángulo, siendo la estimación tanto más aproximada cuanto más pequeño se tome 
el triángulo, puesto que € tiende a cero con esa área. 


de los ángulos de un triángulo: K = eg se ve que la curvatura local se puede 


Debido a la identidad entre la masa inercial y la masa gravitacional, la aceleración a la que 
se ven sometidos los cuerpos en el campo gravitatorio no depende más que de la posición 
en ese campo, siendo independiente de la masa y otras propiedades. Entonces cuerpos de 
masas diferentes, liberados en el mismo instante con la misma velocidad y en el mismo 
lugar, recorren la misma trayectoria, al igual que diferentes barcos que parten del mismo 
sitio con igual velocidad y dirección, y navegan en idénticas condiciones en la superficie 
del mar. En ambos casos, cuerpos y barcos, la trayectoria se puede describir, 
independientemente de las demás propiedades físicas, por medios puramente geométricos. 
Para ver cómo puede surgir un comportamiento que se puede interpretar como debido a una 
fuerza, aunque en realidad resulta una consecuencia de la curvatura del “espacio” donde se 
produce el movimiento, vamos a considerar un navegante en un barco, que se propone 
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rodear una isla recorriendo los bordes de un triángulo equilátero. Supongamos que ignora 
la curvatura de la Tierra, y supone la validez de la geometría euclídea plana. Entonces 
avanza, siguiendo una geodésica (que el interpreta como un segmento de recta euclídea), 
una longitud igual a la del lado del triángulo, cambia de dirección haciendo un ángulo de 
60%, vuelve a navegar la misma distancia, cambia nuevamente de dirección 60%, y cuando 
ejecuta el tramo final, se encuentra con que no termina en el punto inicial, sino en un punto 
interior al segmento correspondiente al primer lado del triángulo que intentaba realizar. 
Todo ocurre como si la isla lo hubiera atraído hacia ella. El navegante podría suponer que 
esa fuerza de atracción actúa sobre el barco mientras éste recorre un lado del triángulo, de 
modo que para compensarla y así vencerla es necesario aumentar el ángulo con respecto a 
los 60” cada vez que cambia de dirección. A partir de esta idea puede investigar el presunto 
campo de fuerzas asociado con la isla, encontrando que la fuerza aumenta 
proporcionalmente al área del triángulo, o sea aproximadamente con el cuadrado de la 
distancia. En este caso sabemos que la interpretación que corresponde a la realidad es muy 
otra: basta considerar la curvatura de la superficie de la Tierra. A partir de la fórmula para 
la suma de los ángulos de un triángulo esférico se obtiene en el caso de un triángulo 


equilátero, para el ángulo entre dos cualesquiera de los lados: «a = o + =K +€) 


Se ve que es mayor que 60%, porque la curvatura de Gauss de una esfera es positiva. Este 
es el ángulo que el navegante debería haber establecido entre las navegaciones a lo largo de 
tramos de geodésicas de igual longitud, para que al final el triángulo se cerrara en el punto 
inicial. La aparente atracción de la isla es un efecto de la geometría no euclídea que se 
aplica en este caso. 


Resulta interesante observar como una propiedad de óptimo, en este caso la distancia 
mínima entre dos puntos, se utiliza en la construcción de la geometría en los espacios de 
Riemann. Para calcular las geodésicas a partir de los coeficientes g,, (generalmente 


variables de un punto a otro del espacio) se debe plantear y resolver un problema de cálculo 
de variaciones. Suponiendo que los cuerpos, en presencia solo de un campo gravitatorio, se 
mueven a lo largo de geodésicas en el tiempo- espacio curvado, la gravitación se reduce en 
última instancia a la curvatura del espacio. 


En suma, podemos decir que el continuo tiempo-espacio de cuatro dimensiones, 
introducido en 1907 por Minkowski, es el espacio abstracto más natural para el planteo 
variacional de la dinámica correspondiente a la relatividad restringida, mientras que un 
continuo tetra-dimensional localmente curvado, de un tipo seudo-métrico que se obtiene a 
partir del espacio métrico abstracto introducido por Riemann en el Siglo XIX, es el espacio 
apropiado para una formulación variacional de la relatividad generalizada. 


NOTA: 


Una exposición simple y clara de los elementos de geometría diferencial, de los espacios 
de Riemann y del cálculo de variaciones, apelando con buen criterio a la intuición del 
lector y presentados en forma muy adecuada como base para el estudio de la relatividad y 
la antigua teoría cuántica, puede hallarse en la traducción española de la obra de un 
discípulo de Hilbert, Bernhard Baule: “Tratado de matemáticas superiores para 
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ingenieros y físicos” (Labor, Barcelona, 1949). 


Unas presentaciones más avanzadas y detalladas, dirigidas tanto a físicos teóricos como a 
matemáticos aplicados, son la de D.Lovelock y H.Rund “Tensors, differential forms and 
variational principles” (Wiley, New York, 1975) y la más moderna de S.Hasani 
“Mathematical Physics ” (Springer, New York, 2000). 


(E)El cálculo de variaciones y la formulación variacional de la teoría de la 
relatividad. Acción y cuantización. 


Consideremos la siguiente integral: J de glo), ja construida, a partir de la función 
Í 


Lo, 


de tres variables L, para determinada función alt), que en nuestro caso corresponde a una 


trayectoria de una partícula. (Supondremos que las funciones con las que trabajamos son lo 
bastante regulares como para poder realizar los procedimientos de cálculo que siguen). 


Los extremos del intervalo de integración son los instantes inicial £, y final £, entre los que 
se considera el movimiento. Supongamos que en esos instantes la partícula ocupa unas 
posiciones dadas, q,yq,. En la física newtoniana el tiempo es el mismo para todos los 
sistemas de referencia, y como Les un escalar, la integral es invariante frente a un cambio 
de un sistema inercial a otro. El principio de Hamilton de la mínima acción asegura que 
es posible construir una función £ (denominada Lagrangiano) tal que la trayectoria real de 
la partícula entre los puntos dados (2. q,)y(t,,q,), cuando se la compara con las 
trayectorias posibles que pasan por esos mismos puntos, (y los instantes inicial y final se 
encuentran lo bastante próximos entre sí), es tal que hace mínima la integral. A la integral 
sobre una trayectoria posible se la denomina acción, y se la suele representar por S. En 
forma abreviada escribiremos, para enfatizar que a cada función g(t)le corresponde un 
valor de la acción: 


Juro co Jar sta 


Supongamos que q es la trayectoria real. Si n(s)es una función lo bastante regular, tal que 
se anula en los instantes inicial y final del intervalo de tiempo durante el cual se considera 
el movimiento, y si e es un número que puede hacerse arbitrariamente pequeño, llegado el 
caso, entonces q(t)+en(t) es una trayectoria admisible, y todas ellas se pueden 
representar de esta forma. 


Definamos la función J(e)= S|g + e.77] y desarrollémosla en torno a £=0: 


10)=10)+ L(0)0+? E 1(0)-6* +o[e”) 


El término ole?) es un infinitésimo respecto de s?. 


Para que J (<) presente un mínimo cuando e =0, y para que ese mínimo corresponda a la 
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dJ(0) 


E 
anulen en los extremos del intervalo de tiempo sobre el cual se integra. A partir de este 
requerimiento es posible demostrar que la trayectoria real verifica la ecuación diferencial: 


L dA_, 
0q Rod 


función q, es necesario que se anule 


para todas las funciones 7 concebibles que se 


(Ecuación de Euler-Lagrange). 


Aquí se ha definido q = a Recíprocamente, si una trayectoria verifica esta ecuación y 
Í 


pasa por los puntos inicial y final dados, anula la derivada primera de J respecto de e en 
e=0 para todas las funciones n(s) admisibles. (La deducción de estas ecuaciones 
diferenciales se puede encontrar en casi todos los libros de física teórica y de matemáticas 
para ingenieros y físicos, y por supuesto en todos los libros de cálculo de variaciones. Por 
ejemplo en el libro de Yougrau y Mandelstam, o en el libro de Baule anteriormente 
citados. Se utiliza el teorema de integración por partes y el lema de du-Bois Reymond: 


b 
Si J gl) (x)dx , Siendo guna función continua prefijada, se anula para toda función 7 , 


entonces g(x) =0 para todo x perteneciente al intervalo de integración). 


Una trayectoria que es solución de la ecuación de Euler-Lagrange (E-L) y que además pasa 
por los puntos inicial y final dados, se denomina una trayectoria extremal. Toda 
trayectoria para la cual la acción presenta un mínimo local es extremal, pero no 
necesariamente toda trayectoria extremal corresponde a un mínimo local de la acción. 
Sobre las dificultades que plantea el establecimiento de condiciones suficientes de extremo, 
ver el Apéndice al final de este trabajo. 


Obsérvese que si una funcional presenta un mínimo en alguna función de su dominio de 
definición, la nueva funcional que se obtiene multiplicando la antigua por —1 presenta en 
esa misma función un máximo, y viceversa. 


El Principio de Hamilton puede generalizarse a un sistema de partículas cuya 
configuración viene dada en cada instante por / coordenadas q, (o), q, (1),...q, (e), afirmando 


dq, da, dq 
dt” dt” dt 
real del sistema que conecta una configuración inicial con una configuración final 
prefijadas es la que, comparada con trayectorias posibles próximas que conectan esas 
mismas configuraciones inicial y final, hace mínima la funcional de acción: 


que es posible construir una función ds 41,445 ) tal que la trayectoria 


ti 


Sla,,q»,...q; ]= je q, (1), 9,(0)....q, (e) dq, () dale) dq, a 


dt dt dt 


Lo 
Siguiendo un procedimiento análogo al utilizado para un solo grado de libertad q, pero 
trabajando ahora con el haz de funciones del tiempo q, +€,.7),,q, + €,» 5...» q, +€, 1], Se 
obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de E-L: 
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En los libros de Yougrau y Mandelstam, y de d'Abro citados en la nota al final de la parte 
(C), se describe el proceso que condujo a la formulación del Principio de Hamilton de la 
mínima acción, incluyendo su generalización a un sistema de partículas interactuantes, 
moviéndose en un campo de fuerzas proveniente de un potencial. En este caso la 
Lagrangiana resulta igual a la diferencia entre la energía cinética T del sistema de partículas 
y su energía potencial U. Las ecuaciones de E-L no son otras que las ecuaciones del 
movimiento de Newton para el sistema de partículas considerado, y si se les agrega un 
conjunto de condiciones iniciales adecuado, suministran una descripción completa del 
movimiento. Puesto que para obtener las ecuaciones E-L basta con suponer, para un grado 


de libertad, que aJ(0) =0 (condición de acción estacionaria), y l ecuaciones análogas 
2100. =0,k=1,2,...,/ para el caso de un sistema de 1 grados de libertad, sin exigir 
€, 


que la acción tome un valor extremo, el principio de Hamilton se puede formular con 
mayor generalidad como un principio de acción estacionaria. No es necesario que la 
acción sea mínima o máxima, alcanza con que sea estacionaria sobre la trayectoria real. 
Así se hace en la mayor parte de las obras de física-matemática. 


El punto de vista que nos interesa particularmente enfatizar aquí no es el histórico, sino uno 
muy diferente, que permite deducir la forma que debe adoptar la Lagrangiana (de ahora en 
adelante, para abreviar, función L), comenzando con una partícula aislada y terminando 
con un sistema de partículas que interactúan entre sí. 


Para ello se utilizan las propiedades de uniformidad del tiempo, homogeneidad e isotropía 
del espacio, y la equivalencia entre los sistemas inerciales de referencia. Este enfoque es 
aplicable tanto a la dinámica newtoniana como a la relativista. 


Para la construcción del Lagrangiano se debe recurrir a la formulación fuerte del 
Principio de Hamilton, es decir, a su formulación como principio de mínima acción y no 
meramente de acción estacionaria. Aquí esbozaremos las principales líneas del argumento. 


En primer lugar, si una función L se multiplica por un número cualquiera no nulo, resulta 
una función L para el mismo sistema. 


En segundo lugar, si un sistema se compone de dos subsistemas, que cuando están aislados 
uno de otro poseen las funciones L denominadas L£, y L, respectivamente, a medida que 
esos subsistemas se alejan el uno del otro, debilitándose así más y más su interacción, la 
función L del sistema compuesto tiende a £, + L,. Una consecuencia de esta aditividad en 
el límite es que si bien una función L se puede multiplicar por un número arbitrario, ese 
número debe ser el mismo para todas ellas, lo que equivale a la posibilidad de elegir 
libremente el sistema de unidades de medición. 


En tercer lugar, si dos funciones L difieren en una derivada total (respecto del tiempo) de 
una función cualquiera del tiempo y de las coordenadas (que caracterizan la configuración 
del sistema), entonces desde el punto de vista de la determinación de las trayectorias 
aplicando el Principio de Hamilton, esas funciones L son equivalentes. Como 
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consecuencia no hay una única función L para un sistema físico, sino una familia de 


dg(t,q,,q>»....,q,) 
dt 


Todo esto se aplica tanto a los sistemas regidos por la dinámica newtoniana como a los 
regidos por la dinámica relativista, cuando se los describe respecto de un mismo sistema de 
referencia en cada caso. La diferencia entre unos y otros aparece al aplicar el principio de 
relatividad. 


funciones L que difieren una de otra en un término del tipo: 


Según este principio, las ecuaciones dinámicas deben adoptar la misma forma respecto de 
todos los sistemas de referencia considerados equivalentes, es decir, los sistemas inerciales. 
Pero mientras en el caso newtoniano las coordenadas de tiempo y espacio de un mismo 
evento en uno y otro sistema de referencia se conectan mediante transformaciones 
denominadas de Galileo, en el caso einsteniano esa conexión se efectúa mediante las 
transformaciones de Lorentz. 


En ambos casos la magnitud fundamental es la acción, y por ella es preciso comenzar el 
proceso de construcción de las funciones L. 


Consideremos una partícula libre cuyo movimiento se describe respecto de un sistema de 
referencia inercial según los conceptos de tiempo y espacio de la mecánica clásica. Por 
hipótesis la acción debe permanecer invariante bajo el grupo de transformaciones de 
Galileo. Pero como el tiempo es un invariante bajo este grupo, debemos concentrar nuestra 
atención directamente en la función L. Debido a la uniformidad del tiempo, la función L 
para esta partícula libre no debe depender explícitamente de £ . Debido a la homogeneidad 
del espacio no debe depender en forma explícita del vector de posiciónr . Solo puede 
depender de la velocidad, pero debido a la isotropía del espacio y a la regularidad que 


asumimos para las funciones L, debe depender de v?, siendo y = [Ml la norma (magnitud) 


del vector velocidad de la partícula: Llv?) Cambiando de sistema de referencia, la función 


L en el nuevo sistema debe, por el principio de relatividad, diferir de la función L en el 
antiguo sistema a lo sumo en la derivada total de una función de las coordenadas y del 


tiempo. A partir de esta suposición se puede deducir que Llv?)=aw, siendo auna 
t 
constante. Entonces la integral de acción para una partícula libre es J av”.dt. La constante 


lo 
de proporcionalidad, que se suele escribir SO , donde m es la masa de la partícula, 


tiene que ser positiva. Esto se debe al requerimiento de que la acción sea mínima para la 
trayectoria real, cuando se comparan los valores de la acción para todas las trayectorias 
posibles y próximas. Una masa negativa haría que la acción no pudiera presentar un valor 
mínimo. 


Si tenemos N partículas libres, la propiedad de aditividad para las funciones L da, para la 


2 1 
función L del sistema compuesto: L = 2 ms 
k=1 


Si esas partículas interactúan entre sí, pero por lo demás forman un sistema aislado, 
agregamos en la fórmula de la función L una función escalar que depende de los vectores 
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de posición de las partículas que define la interacción: 
L= impo? Oli), EFiiR jsi, j =12, N 
= 2 mo ss O E LON EOS ERE 


La dependencia de las coordenadas de posición consideradas en un mismo instante es una 
consecuencia del carácter absoluto del tiempo y del principio de relatividad de Galileo. Si 
las interacciones, en lugar de propagarse instantáneamente, se propagaran con velocidad 
finita, al pasar de un sistema de referencia a otro esa velocidad de propagación cambiaría 
(se le sumaría la velocidad relativa de un sistema de referencia respecto del otro) con lo 
cual las leyes dinámicas serían diferentes en diferentes sistemas galileanos y se violaría el 
principio de relatividad clásico. Prosiguiendo de esta manera se pueden construir las 
funciones L, y a partir de ellas y de las ecuaciones E-L, se deduce toda la dinámica clásica. 


Ahora vamos a considerar una partícula libre desde la perspectiva de la relatividad 
restringida. Como por hipótesis la acción debe ser invariante bajo el grupo de 
transformaciones de Lorentz, y en la teoría de la relatividad espacio y tiempo se 
interrelacionan, no se puede comenzar el análisis por la función L, sino que debemos 
considerar primero la integral de la acción como un absoluto relativista. Como guía 
tenemos el principio según el cual un resultado relativista debe dar, en el límite para la 
velocidad de la luz tendiendo a infinito, el correspondiente resultado de la mecánica clásica 
cuando lo hubiere. Entonces la acción relativista para una partícula libre debe reducirse a la 


lt 
o hos m : » 
acción clásica J des para dicha partícula, cuando c >00. 
to 2 
Si la acción relativista es un escalar que se obtiene a partir de una integral, la combinación 


de integrando e integrador debe ser un invariante. Ahora bien, el único invariante que 
podemos formar para una partícula libre, que se pueda utilizar bajo una operación de 


integración, es de la forma «a.ds donde ds = y (car? = dx? - dy? - dz?) es el diferencial 


del intervalo (que es el integrador) y el integrando q es una constante. 


Entonces, para la partícula libre, la acción será: S =0 J ds siendo IT”, , una línea de 
TE 


a>b 


universo que conecta un evento inicial a con un evento final b , prefijados. 


Como el intervalo corresponde a eventos asociados al movimiento de una misma partícula, 
la cantidad bajo el símbolo de Y , es no negativa, y si la partícula se mueve más despacio 
que la luz, es siempre positiva. 


Se puede demostrar que J ds es máxima cuando la línea de universo I”, ,es una recta. 
Desi 
Como la trayectoria de una partícula libre respecto a un sistema inercial es una recta, para 
que en este caso la acción pueda tomar un valor mínimo local, el escalar q debe ser 
negativo. Por tanto escribiremos: S =-—a] J ds 
T, 


a>b 


Para determinar el escalar a re-escribiremos la integral de acción como una integral 
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respecto del tiempo, en un sistema inercial dado, teniendo en cuenta que 


2 
ds = Ne?ar? = dx? — dy? — dz?) Call E , de esta forma: 
c 
h pl 
$e deje] Ea 


Aquí vlr) es la magnitud de la velocidad de la partícula respecto al sistema inercial, 


mientras que f,yt, son los instantes inicial y final. Cuando las velocidades son lo bastante 
pequeñas en comparación con la velocidad de la luz, se puede aproximar el integrando así: 
2 
vi 
06) 


7% 7 » de modo que la acción relativista para la partícula libre se puede 
Cc 236 


q 


aproximar por: S =—a.c(t, —t,)+ Í a 
c 


to 


El primer término es fijo, mientras que el segundo es igual a la acción para una partícula 
libre clásica, si igualamos [a] a m.c. 


En consecuencia la acción relativista para una partícula libre es: 


S =-—m.cC fas = (tome. 


Lao lo 


ar. 
C 


V 


2 


Una función L posible es L(v?)= mc? . [1 — 
Cc 


, O también esta otra equivalente en lo 
2 
re Aé % 2 2 2 v ' 
referente al principio de mínima acción Llv*)=m.c* —m.c”..[l-— , pero que permite 
Cc 


escribir directamente: S ==m. J ds = [ulor(ojas 


T 


ab lo 


h 2 
La expresión 7T,—T,= J (, 1 - A ar da la duración del intervalo de tiempo propio, el 
to c 


intervalo de tiempo medido por un reloj fijo a la partícula, que corresponde al intervalo 
entre f,yf, medido respecto del sistema inercial que tomamos como referencia para 
describir el movimiento. 


Si la partícula se encuentra en un campo electromagnético conocido, y la carga de la 
partícula es lo suficientemente pequeña como para que su desplazamiento no influya sobre 
las fuentes del campo y entonces lo altere, el movimiento se puede describir por el principio 
de mínima acción expresando la acción como suma de dos términos: la acción para una 
partícula libre y la acción para la interacción entre el campo y la partícula. La parte de la 
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> e E ¿ 7 Ea A 
función L que origina el término de interacción es (A ev—e.p) y se puede construir a 
C 


partir del análisis de los invariantes (escalares) del campo electromagnético y sus 
potenciales. Aquí ees la carga de la partícula, v es su velocidad, py es el potencial escalar 
y A esel potencial vector del campo. 


Las ecuaciones E-L para el movimiento de la partícula en el campo se pueden expresar en 


forma vectorial compacta: - —— + dE ER B =0 El campo eléctrico es 
Í C 
1-5 
Cc 
E 1 04 ] ES ES > - 
E=-—Vpo- e y el campo de inducción magnética es B=V 1 A. Estas ecuaciones 
Cc Of 


se utilizan, entre otras aplicaciones, para el diseño de los aceleradores de partículas 
destinados a la industria, la medicina y la investigación académica, suponiendo que los 
campos son conocidos. 


Pero es posible construir una función L para un sistema de partículas cargadas que 
interactúan entre sí a través de un campo electromagnético. Ahora la acción consta de tres 
términos: uno que corresponde a las partículas libres, otro que da la interacción entre las 
partículas y el campo, y finalmente otro que corresponde al campo electromagnético en sí, 
y que permite describir el efecto del movimiento de las partículas sobre el campo. Entonces 
la dinámica de las partículas y la dinámica del campo electromagnético se pueden predecir 
en forma conjunta. 


Cuando se expresa la acción para una partícula o un sistema de partículas utilizando 
términos de acción para partículas libres, se está suponiendo, en forma implícita, que la 
expresión para el intervalo tomada de la teoría restringida o su equivalente, la expresión 
para el tiempo propio, valen para cuerpos acelerados. 


Un observador inercial puede describir con sus reglas y relojes el movimiento de 
cualquier cuerpo moviéndose con un movimiento arbitrario y por tanto puede describir el 
movimiento de un observador no inercial. Sin embargo la descripción del movimiento del 
observador inercial por el no inercial, no está permitida por la teoría restringida. 
Situémonos entonces junto a un observador inercial. Si admitimos que la fórmula para el 
tiempo propio de una partícula libre se aplica a cualquier movimiento acelerado, es posible 
hallar historias de velocidad v(t) para las cuales 7, —7, = 


00 


2, 
pa es finita. Eso 
C 


significa que, para tiempos propios 7 mayores que 7, la evolución del observador 
solidario al cuerpo acelerado se produciría fuera del universo de experiencia posible 
del observador inercial. Entonces el observador acelerado vería, dentro de su ámbito finito 
de experiencia del tiempo, la desaparición del observador inercial. Para los campos de 
fuerza de los aceleradores de partículas ésta situación paradójica no puede ocurrir, pero al 
parecer no podría descartarse a priori en otras situaciones, excepto si se admiten 
limitaciones sobre la distribución en el espacio de esos campos. El principio de relatividad 
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de la descripción de los eventos del mundo físico sugiere que lo que acontece en la 
experiencia finita de un observador debería acontecer también en la experiencia finita de 
otro observador, así que tenemos aquí un problema. (La posibilidad de que la integral 


00 2 
( 0 a sea finita fue planteada, al parecer por vez primera, por José Ferrari a 
E Pp Pp Pp Pp 


fines de 1984. Una breve discusión sobre algunos de los problemas que se suscitan cuando 
la integral es finita se puede hallar en el trabajo de R.Suárez Ántola y J.Ferrari “About the 
slowying down of accelerated clocks”, Lettere al Nuovo Cimento, vol.44, 1985, pp599- 
560). 


Este resultado conduce naturalmente a considerar al tiempo propio, y por ende al intervalo 
de tiempo-espacio, en el marco más amplio de la teoría generalizada de la relatividad. 


También a esta última teoría puede extenderse el enfoque basado en el Principio de la 
Mínima Acción. 


Para una partícula en movimiento en un campo gravitatorio la acción es: S =—m.c J ds 
Tr 


a>b 


pero ahora el intervalo corresponde a un espacio de Riemann y viene dado por 
¡ k .s E 
ds? = OS 8 ¡dx dx", como se dijo en la parte (D) de esta presentación. La curva I”,_,, 
ik 
representa ahora una línea de universo en ese espacio. Los coeficientes g;, del elemento 


ds (el diferencial local del intervalo) determinan la métrica local del tiempo-espacio: el 
campo gravitatorio es considerado como el generador de la modificación de la métrica 
respecto de la métrica del continuo de Minkowski. 


Se asume que una partícula se mueve en el campo de tal forma que para su movimiento 
real la acción presenta un mínimo respecto a los demás movimientos posibles que conectan 
dos eventos dados. Entonces resulta que describe una geodésica en el continuo tiempo- 
espacio curvado. Las ecuaciones de E-L que se obtienen en este caso conducen a las 
ecuaciones de campo derivadas por Einstein en su teoría de la relatividad generalizada. 


Hilbert demostró que el campo gravitatorio produce una redistribución de las masas que 
tiende a reducir la curvatura del tiempo-espacio a un mínimo, o como lo expresó en forma 
pintoresca E.T.Whittaker en una comunicación en 1927: “la gravitación representa 
simplemente el esfuerzo continuo del universo por enderezarse“(British Association 
Reports, Adress to Section A, p 23 y siguientes). 


En cuanto Einstein publicó los fundamentos de la teoría generalizada, en 1916, él mismo y 
muchos otros físicos y matemáticos, se pusieron manos a la obra para unificar las leyes del 
electromagnetismo con las de la gravitación en un solo cuerpo de teoría. 


Los esfuerzos de Einstein por descubrir una teoría del campo unificado se prolongaron por 
el resto de su vida. Al final de la alocución que dedicó a Max Planck en el día de su 
sexagésimo cumpleaños, Einstein, que lo quería y admiraba, le deseó lo mejor que podía 
desearle a un físico teórico: que tuviera éxito en descubrir la teoría del campo unificado. 
Sobre este asunto en su versión vinculada con el reduccionismo duro, el sueño de la 
denominada teoría definitiva o teoría final, y su pertinencia en la actualidad, volveremos 
en la parte (E). 
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En lo que sigue vamos a comentar brevemente la denominada “Geometrodinámica” de 
Misner y Wheeler. Estos autores, en 1956, un año después de la muerte de Einstein, 
lograron combinar en un mismo sistema de ecuaciones las ecuaciones de Maxwell del 
electromagnetismo y las ecuaciones de Einstein de la gravitación. 


Obtienen una descripción puramente geométrica de los campos, que interpretan así: “No 
hay nada en el mundo excepto el espacio vacío. Materia, carga, electromagnetismo y otros 
campos no son más que manifestaciones de la curvatura del espacio.”(Ch.Misner y 
J.Wheeler, “Classical Physics as Geometry”, Annals of Physics, 2, p526, 1957). Según esta 
teoría, el campo gravitatorio no es más que otro nombre dado a la curvatura del espacio en 
ese punto, el campo electromagnético en un punto está determinado por la variación de esa 
curvatura en las proximidades de dicho punto y las cargas eléctricas son singularidades 
donde se manifiesta que el espacio-tiempo es múltiplemente conexo (como si tuviera un 
“agujero” en cada carga). 


Pese a los esfuerzos realizados a partir de su formulación en el marco de la física clásica 
(electromagnetismo y gravitación relativista), no se ha podido extender la 
geometrodinámica hasta integrar en ella la física cuántica. 


La razón principal de este fracaso parece que se encuentra en la imposibilidad de 
reformular la geometrodinámica usando un principio de óptimo del tipo del Principio de 
Hamilton. 


Jean Piaget y Rolando García (en “Las explicaciones causales, Segunda parte: 
Explicaciones fisico-geométricas y reduccionismo”, Barral, Barcelona, 1973) hacen 
referencia a la insistencia con que Dirac, (en un curso de mecánica cuántica que éste 
desarrolló en 1964 en la Universidad de Yeshiva), llamó la atención sobre ciertas 
condiciones aparentemente necesarias que debe cumplir la estructuración de un cuerpo 
de teoría clásica para que esa teoría pueda ser cuantizada. Una de ellas es que la teoría 
clásica en cuestión se deba poder formular partiendo del principio de mínima acción, 
porque esto permite aplicar procedimientos estandarizados para obtener una primera 
aproximación a una versión cuántica de la teoría clásica. 


Ese fue el orden histórico seguido al estructurar la antigua teoría cuántica de Bohr y 
Sommerfeld, a partir de la mecánica analítica clásica. 


La relación entre la analogía mecánico óptica y la génesis de la mecánica ondulatoria de 
Schródinger por un lado, y entre el formalismo hamiltoniano de la mecánica analítica y la 
mecánica matricial de Heisenberg por el otro, así como el desarrollo de la electrodinámica 
cuántica, la cuantización del campo gravitatorio y las versiones contemporáneas de teorías 
unificadas confirman esta observación metodológica. 


Finalmente y ya en relación con los temas que vamos a plantear en la parte (F), pero 
también directamente vinculada con la formulación variacional de la relatividad que nos ha 
ocupado en esta parte (E), tenemos la original interpretación de la mecánica ondulatoria y 
su conexión con la termodinámica debidas a Louis de Broglie. Cuando de Broglie formuló 
la mecánica ondulatoria en 1923 y 1924, se basó en la idea de la coexistencia de partículas 
y ondas en todos los casos sin excepción, de modo que el campo ondulatorio asociado a 
cada partícula es tan real como la partícula. Esta última puede considerarse como una 
concentración de energía localizada en una porción de la región del espacio ocupada por la 
onda. El desarrollo de esta idea, completamente distinta a la denominada interpretación 
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ortodoxa, o de la escuela de Copenhague, de la física cuántica, condujo a la “teoría de la 
doble solución”, una interpretación causal y matemáticamente no lineal de la mecánica 
ondulatoria (L. de Broglie, “Nonlinear wave mechanics: a causal interpretation”, Elsevier, 
Ámsterdam, 1960). En esta teoría aparecen dos masas de la partícula en reposo, dos “masas 
propias” en el sentido de la teoría de la relatividad. Una de ellas es la usual m,, la otra 


M,=m, + Ao difiere de la primera en un término en el cual óq, representa la variación 
Cc 


del denominado “potencial cuántico” en la teoría de la doble solución. Esta variación 
depende de la amplitud local del campo ondulatorio, y puede ser positiva o negativa. Según 
de Broglie, esta masa M, es la que aparece en la fórmula para la acción en el caso 
relativista de una partícula libre que se mueve con velocidad v respecto de un observador 


2 
Y , Es z z 
ra Una partícula puede asimilarse a un pequeño reloj 


h 
inercial: S= |m,.c?. 


lo 
2 


die , ; . M,c 
con una oscilación interna, confinada, de frecuencia propia f, = e , donde h es la 


constante de Planck. Notando la similitud entre la fórmula relativista que conecta la 
frecuencia propia f, de oscilación de un reloj con la frecuencia f medida por un observador 


en un sistema inercial respecto del cual el reloj se mueve con una velocidad, 


cuerpo(medido con un sistema de medición en reposo respecto del cuerpo) con el calor O 
que mide el observador mencionado, respecto del cual el cuerpo se encuentra en 


movimiento: O=0, se podría suponer que la energía de reposo 


M,c? corresponde a una cantidad de calor Q, encerrada en la partícula. 


La oscilación confinada al interior de la partícula no involucra energía asociada a una 
cantidad de movimiento de la partícula en cuanto tal, sino asociada a ese movimiento 
interno. Así pues, interpretamos Q, = M,c?como la energía calorífica de la partícula en su 
2 


, ¿ z ; v 
sistema de referencia propio, mientras que Q =M,c? 1-— =hf es el calor 
Cc 


medido por el observador. Supongamos ahora que la partícula se encuentra en permanente 
interacción térmica con un ambiente (termóstato) pudiendo absorber o ceder calor. Si la 


ÓE 


partícula absorbe una energía ÓE=0Q, su masa M ¿deberá aumentar en óM, => de 
E 


acuerdo con el resultado bien conocido de la teoría de la relatividad. 


Si suponemos que la fórmula para la acción se puede aplicar para un movimiento acelerado 
durante el cual la partícula podría absorber o ceder calor, pero en condiciones tales que ni la 
masa M,ni la velocidad vpueden variar significativamente durante el período de la 


oscilación interna de la partícula, es natural extender la integración respecto del tiempo en 
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2 2 

2 e , da e E Y 

la fórmula de la acción a un período de oscilación T, dado por T, = A ae 
Cc 


respecto del observador inercial ya mencionado. Aquí m, es la primera masa en reposo o 


masa de referencia ya mencionada. En ese caso la acción relativista cuando la función L 
hM, 


Mo 


se integra sobre un período de la oscilación confinada de la partícula es: S =-— 


Si se absorbe una cantidad de calor 90, en el sistema fijo a la partícula, la acción varía en 


ÓS = 2 = ¿Do . Ahora bien, tanto la acción S como la entropía S, son 
mo m,.C 
invariantes relativistas. Louis de Broglie supone entonces que E = Pa donde k.es la 


constante de Boltzmann. (L. de Broglie, “La Thermodynamique de la particule isoleé (ou 
Thermodynamique cacheé des particules)”, Gauthier-Villars, Paris, 1966). 


Atribuye a la partícula una cierta entropía y luego procede a demostrar que el principio de 

mínima acción para esa partícula, en su versión relativista, resulta ser un caso 
particular de la segunda ley de la termodinámica. (Esto si la termodinámica se extiende 
hasta englobar partículas microscópicas “aisladas”, en realidad en permanente interacción 
con un termóstato oculto). El campo ondulatorio físicamente “real” o “material” (en el 
sentido de que está dotado de energía) asociado a la partícula (la cual es una condensación 
local de la energía del campo ondulatorio) debe considerarse como un campo guía que 
determina solo la trayectoria promedio de dicha partícula. Ésta se aparta de esa trayectoria 
media debido a perturbaciones aleatorias que sufre al interactuar con el termóstato. 


Después de un largo camino que comenzó en la mecánica del mundo macroscópico, 
partiendo de un principio de óptimo cuya formulación presupone la necesidad y el 
determinismo, como lo presupone el principio de Hamilton, aún en su versión relativista, 
nos encontramos ahora, finalmente, enfrentados con el azar y el indeterminismo en el 
mundo microscópico. Llegamos desde una dirección distinta a la dirección en la que llega 
la mecánica cuántica ortodoxa. Esta última lo hace directamente a través de la 
interpretación debida a Max Born del cuadrado del módulo de la función de ondas de 
Schródinger como densidad de probabilidad de “presencia” de la partícula en ese lugar. 


NOTA: 


La construcción directa de una función L para un sistema de partículas se puede estudiar 
en los dos primeros tomos, “Mecánica” y “Teoría del Campo”, del famoso “Curso de 
Física Teórica” de L.Landau y E.Lifshitz, (traducido del ruso y publicado en 9 tomos por 
Reverté, Barcelona) o en el “Curso Abreviado de Física Teórica” de esos mismos autores, 
(publicado en español por Mir, Moscú, 1969-1970, pero que omite temas de relatividad 
generalizada que aparecen en el curso completo). 


El libro de Luis Santaló, “Vectores y tensores con sus aplicaciones” (EUDEBA, Buenos 
Aires, 1969) trae una presentación resumida muy útil de los posibles invariantes 
relativistas que se pueden construir a partir del campo electromagnético y sus potenciales, 
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lo mismo que el libro de Hermann Weyl y los dos tomos citados del Curso de Física 
Teórica. 


El libro de Lovelock y Rund y el libro de Hasani citados en la nota correspondiente a la 
parte (D) aportan material muy útil para el estudio de los temas desarrollados en esta 
parte (E), al igual que la obra, orientada hacia la teoría clásica de campos, “Mathematical 
Physics” (Dover, New York, 1961), debida al antiguo director del Observatorio 
Astronómico de Harvard, Donald Mentzel. 


Un libro concebido para el estudio en forma autodidacta, pero que presupone una 
formación universitaria básica tanto en matemática como en física, es el de A. Kyrala 
“Theoretical Physics: applications of vectors, matrices, tensors and quaternions”, con una 
presentación compacta y clara de los fundamentos matemáticos de la relatividad y de la 
teoría del electrón de Dirac. 


En el capítulo “A new interpretation concerning the coexistence of waves and particles ” 
que Louis de Broglie escribió en el libro de homenaje a Alfred Landé en su 80% 
cumpleaños, “Perspectives in Ouantum Mechanics” (W.Yougrau y A.van der Merwe, eds., 
MIT Press, Cambridge, Massachussets, 1971), se puede hallar un resumen de las ideas 
principales de la teoría de la doble solución y de la termodinámica oculta de las 
partículas, desarrollada por de Broglie con la ayuda de un reducido grupo de 
investigadores jóvenes. Además de una presentación breve de la conexión entre la acción, 
la cuantización y la entropía, ese capítulo posee una bibliografía detallada de los trabajos 
realizados hasta 1967. 


(F) Causalidad y finalidad en un universo abierto. 
Situémonos ahora en 1975, a 70 años de formuladas las bases de la física relativista. 


El continuo de Minkowski se consideraba el verdadero absoluto atrás de la teoría 
restringida de la relatividad. La geometría del tiempo-espacio era ya una especie de super- 
ley física, a la que todas las teorías deben adaptarse para ser admitidas. 


Desde mucho antes había quedado claro que las transformaciones de Lorentz se pueden 
deducir a partir de suposiciones muy generales sobre la naturaleza del tiempo y del espacio, 
sin efectuar hipótesis alguna sobre la velocidad de la luz, es decir, bajo hipótesis mucho 
menos restrictivas que las que utilizó el mismo Einstein en 19053. 


A la interacción electromagnética, interpretada en el marco de la electrodinámica cuántica, 
se le agregaban las interacciones fuertes y las interacciones débiles involucradas en el 
marco de la física nuclear y de partículas. 


El esquema siguiente muestra a través de las flechas punteadas el camino histórico que se 
siguió para construir la teoría restringida. Las flechas de trazo continuo muestran el camino 
lógico, siguiendo los procesos de deducción actuales y teniendo en cuenta aspectos de la 
física teórica que eran desconocidos en el momento en que se formuló la teoría de la 
relatividad. 
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El panorama de la relatividad restringida 
en 1975: superteoría 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD + 


HIPÓTESIS SOBRE El. +, aa? TEORÍA 
ESPACIO Y EL TIEMPO + A en Mm ELECTROMAGNÉTICA 
TEORÍA DE GRUPOS il 


constante 


; Masa del : 
lol 287 ea QISORÍA DE 
ESPACIO - TIEMPO 


ae FUERTES 
P y Hipótesis 


específicas 
E TEORÍA DE 
ENERGÉTICA 


pt INTERRACCIONES 
T——, Hipótesis. ———————> - 
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Admitiendo que la energía de la luz se encuentra concentrada en partículas de masa en 
reposo nula, resulta que esas partículas se deben desplazar con una velocidad límite. Esta 
velocidad límite aparece como parámetro en las fórmulas de transformación, respecto de 
cualquier observador. Entonces, esa velocidad límite, obtenida como dijimos a partir de 
propiedades del espacio y del tiempo, debe coincidir con la velocidad de la luz. 


La famosa ecuación de Dirac que enlaza las leyes de la mecánica cuántica con la teoría 
restringida de la relatividad, es el primer ejemplo del uso de esta última como un canon al 
que deben adaptarse las demás. El éxito de la teoría de Dirac del electrón, prediciendo su 
espín, que aparecía como una hipótesis ad-hoc en la mecánica cuántica no relativista, 
reforzó, ya desde 1928, la confianza en la estructura de relaciones básicas suministradas 
por la geometría del tiempo-espacio. 


Actualmente todas las teorías sobre partículas elementales se formulan de modo que 
resulten compatibles con la relatividad restringida. Los resultados de los experimentos con 
partículas elementales de energías elevadas pueden considerarse como comprobaciones 
diarias de la corrección de esa teoría. La teoría cuántica de campos debida a Dirac, 
Feynman, Schwinger, Tomonaga y otros autores, se había desarrollado durante cuarenta 
años como marco para la física de las partículas elementales, integrando la relatividad 
restringida y la mecánica cuántica en un mismo cuerpo de teoría física. En 1974 se presentó 
una teoría que unifica las interacciones electromagnética, débil y fuerte en un mismo 
conjunto de ecuaciones, pero que no incluyó las interacciones gravitatorias. Esta teoría no 
podía abordar objetos ni demasiado grandes (a escalas superiores a las dimensiones a las 
que la gravitación pasa a ser imprescindible) ni demasiado pequeños (a escalas próximas a 
la longitud de Planck, 10** cm, donde se supone que la gravedad cuántica es la interacción 
dominante). Pese a ello se denominó “gran unificación”. 
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Hacia 1975, al haber fracasado los intentos de unificar todos los campos conocidos en una 
misma teoría siguiendo el modelo de geometrización aplicado por Einstein al campo 
gravitatorio, la teoría generalizada de la relatividad había quedado aislada del resto de la 
física teórica, si bien su aislamiento era sin duda un aislamiento espléndido. 


Pese a este fracaso, continuaban los intentos iniciados por físicos y filósofos desde 
comienzos del siglo XX, tendientes a unificar la física primero, y reducir la química a 
física, la biología a química y la psicología y la sociología a biología, con el propósito de 
deducir un conjunto de leyes físicas básicas, que se esperaba fuera poco numeroso, a partir 
del cual se pudiera explicar el universo entero, tal como lo plantea S. Weinberg en “Dreams 
of a final theory” (Hutchinson, Londres, 1993). Una formulación ejemplar y brutal de esta 
creencia se encuentra implícita en la observación que James Watson, uno de los dos 
descubridores del rol del ADN, le hizo al también biólogo Steven Rose, durante una 
polémica que mantuvieron durante la Feria del Libro de Cheltenham, en 1994: “Hay una 
sola ciencia, la física: lo demás es trabajo social”. 


Situémonos ahora en 1979, año durante el cual se conmemoraron los 100 años del 
nacimiento de Albert Einstein. En ese entonces hacía ya cuatro años desde que Hermann 
Haken publicara su trabajo sobre fenómenos cooperativos en los sistemas alejados del 
equilibrio (“Cooperative phenomena in systems far from termal equilibrium and in non 
physical systems”, Reviews of Modern Physics, 47(1), pp 67-121, 1975) y que Benoít 
Mandelbrot publicara su libro “Les Objects Fractals” (Flammarion, Paris, 1975) 
introduciendo la geometría de las formas de dimensiones fraccionarias y su relación con los 
procesos estocásticos definidos a partir de variables aleatorias con varianza infinita. Hacía 
solo dos años desde que Ilya Prigogine recibiera un premio Nobel de Química por sus 
aportes a la termodinámica de los procesos irreversibles, en particular por sus trabajos sobre 
las denominadas estructuras disipativas. Ese mismo año Mario Bunge publicaba el cuarto 
tomo de su “Teatrise on Basic Philosophy” bajo el sugerente título de “A World of 
Systems” (Reidel, Boston, 1979). Mientras tanto, la mayor parte de los filósofos parecían 
(e incluso parecen ahora) no estar particularmente interesados en la importancia filosófica 
(por sus implicaciones ontológicas y epistemológicas) de la idea de sistema. 


En paralelo, germinaban lentamente las semillas de una nueva teoría de unificación de las 
interacciones, la denominada teoría de las supercuerdas, que emergió con fuerza a finales 
de la década del ochenta y principios de la década del noventa. Según esta nueva 
concepción de base relativista, el continuo tiempo-espacio posee diez dimensiones, la 
correspondiente al tiempo y nueve correspondientes a lo que nosotros consideramos como 
espacio. De estas últimas, seis se encuentran enrolladas en una bola pequeñísima, cuyo 
radio es del orden de la longitud de Planck. Las partículas se conciben como cordeles 
diminutos en forma de lazo. Se postula la existencia de una sola clase de cuerda. Las 
diferentes modalidades de vibración en el espacio de nueve dimensiones determinan si la 
cuerda se comporta como un fotón, como un quark o como alguna otra partícula. Como la 
gravedad cuántica se puede hacer aparecer en este marco, junto con las demás 
interacciones, y como por lo que parece no habría parámetros que ajustar en forma ad-hoc 
(a diferencia de lo que acontece con su antecesora, la gran unificación) los teóricos más 
osados piensan que ahora sí tienen las herramientas para el desarrollo de la ansiada TOE 
(Theory of Everything), a partir de la cual creen que se podría llegar a reconstruir, por lo 
menos en principio, la totalidad de lo que existe, ha existido y existirá en el universo físico. 
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(Aunque aún los teóricos más optimistas estiman en varias décadas el lapso de tiempo 
luego del cual cabe esperar obtener resultados tangibles al respecto). 


Dejando de lado las complejidades matemáticas de la teoría de supercuerdas y lo alejado 
de las escalas de tiempo y espacio involucradas en los planteos básicos de la teoría, que por 
ahora no son accesibles por vía experimental, junto con el hecho de no haber producido 
predicciones contrastables, hay razones de fondo por las cuales no parece razonable tener 
éxito en el intento de alcanzar una TOE por este camino. Esas razones están estrechamente 
vinculadas con la aparición de novedades y con la irreversibilidad del tiempo en un 
universo abierto. 


El siguiente esquema, (que cerraba una presentación efectuada por el autor en 1979, 
durante los homenajes a Albert Einstein realizados en la Universidad de la República), 
intentaba resumir algunos aspectos del panorama de las ciencias en ese momento, visto 
desde el punto de vista de la física, en particular de lo que ahora se conoce como física no 
lineal. Se resaltaba la similitud en los problemas estructurales, cuasi-químicos, asociados 
con la irreversibilidad y la auto-organización, desde el nivel correspondiente a las partículas 
elementales hasta los sistemas macroscópicos alejados del equilibrio, sugiriendo la 
importancia que su estudio podía tener en relación con algunos de los problemas que por 
ese entonces estaban planteados en las ciencias biológicas, psicológicas y sociales. 


Biología, Psicología, Sociología 


Sistemas fisicoquímicos abiertos 


8 Fenómenos cooperativos 
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A E problemas estructurales 
3 (cuasi- químicos) 

E [9] 
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Mecánica cuántica relativista 
Teoría de la relatividad 
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Para valorar las limitaciones de los grandes esquemas conceptuales característicos de la 
llamada “física fundamental” (relatividad y mecánica cuántica) frente al carácter histórico 
del universo, a la génesis y la estabilidad de las estructuras macroscópicas fuera del 
equilibrio, y a la inestabilidad y complejidad de las partículas elementales, es conveniente 
recurrir al concepto de sistema. 

Si bien la idea de sistema es muy antigua, adquirió relevancia en el pensamiento europeo a 
partir del siglo XVII, cuando algunas personas (entre ellas Newton y Leibnitz) comenzaron 
a reconocer en forma bastante explícita que algunos objetos compuestos presentaban una 
estructura de vínculos muy fuertes entre sus componentes y entre algunos de esos 
componentes y el entorno, y poseían ciertas propiedades (ahora denominadas propiedades 
emergentes) que no se podían inferir a partir del estudio separado de los componentes o 
precursores del objeto (sistema). No obstante hay que esperar al siglo XX para encontrar 
un desarrollo significativo de la idea de sistema (físico, químico, biológico, social, 
semiótico, conceptual) integrando los puntos de vista individualista (atomista) y holista en 
un mismo marco teórico que permite, hasta cierto punto, superar las limitaciones de esos 
puntos de vista, que llevados al extremo, son contradictorios. 

El enfoque sistémico, en la medida que reconoce la aparición de propiedades emergentes 
(novedades cualitativas), conduce a la distinción (no solamente epistemológica sino 
también ontológica) de niveles jerárquicamente ordenados por la aparición de novedades 
cualitativas en cada nivel respecto de los niveles previos. Un sistema jerárquico puede 
definirse como un sistema complejo en el que cada subsistema está subordinado al sistema 
al que pertenece. Así cada totalidad se puede descomponer en sub-totalidades u “holones”, 
según la terminología debida a Arthur Koestler. Los holones, cuando se los ve desde la 
perspectiva del sistema que forman, se comportan en algunos aspectos como partes, pero 
cuando se los ve desde sus componentes, se comportan como totalidades. Entonces, tanto 
desde el punto de vista epistemológico como desde el punto de vista ontológico, la 
jerarquía de sistemas puede verse, más que como una pirámide, como una estructura de 
holones anidados unos en otros (A.Koestler y J.Smythies, “Beyond reductionism: New 
perspectives in the life sciences”, Hutchinson, Londres, 1969). 

En toda investigación desde la perspectiva sistémica es necesario distinguir al menos dos 
niveles: un macro-nivel y un micro-nivel. En el macro-nivel se establecen las relaciones 
características del sistema como totalidad. En el micro-nivel se tienen las propiedades de 
los componentes o de los precursores antes de la aparición de las propiedades emergentes 
propias del sistema en cuanto tal. 

Esta perspectiva integra el análisis (la descomposición, la micro-reducción: el método 
típico del individualismo o atomismo) con la síntesis (la agregación, la macro-reducción: el 
método típico del holismo), y sugiere distinguir dos tipos de conexiones causales: la 
causalidad ascendente y la causalidad descendente. La primera es la única contemplada 
por los partidarios de una micro-reducción radical, que sueñan con una teoría final que 
reduzca el universo a física pura. La segunda es la única considerada como relevante por 
los holistas cuando insisten en la irreductibilidad de los sistemas en cuanto totalidades. Las 
dos son necesarias para poder estudiar los procesos en los sistemas físicos, químicos, 
biológicos y sociales. 

El concepto de contorno de un sistema, definido como los componentes que interactúan 
directamente con los elementos del ambiente y con otros componentes del sistema, es 
importante inclusive en física. 

Cuando en mecánica cuántica se estudia un sistema de partículas microscópicas utilizando 
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la ecuación de Schródinger y se impone la anulación de la función de ondas del sistema en 
la frontera de éste, se está postulando una condición que define el contorno del sistema a 
nivel macroscópico (macro-nivel) pese a que la ecuación describe lo que ocurre a nivel 
microscópico (micro-nivel). 

En esto por lo general se piensa poco, lo mismo sobre el significado de las condiciones de 
contorno en las teorías de campos, incluyendo las condiciones en la frontera de los cuerpos 
en disciplinas tan clásicas como la mecánica de medios continuos. 

En la dinámica de sólidos, por ejemplo, se estudian las vibraciones mecánicas de los 
cuerpos sólidos deformables. Estos cuerpos, considerados como sistemas, se pueden 
describir en un micro-nivel como formado por partículas interactuantes. Las ecuaciones de 
campo de la elastodinámica se suponen que describen algunas de las propiedades 
emergentes a nivel macroscópico (macro-nivel). Las condiciones en la frontera se formulan 
como en mecánica cuántica, a nivel macroscópico, y de hecho definen el contorno del 
sistema (cuerpo), incluyendo sus interacciones con el ambiente. 

Podemos suponer que prácticamente las mismas partículas componen el cuerpo antes y 
después de haber sufrido una deformación plástica, irreversible. (Piénsese en una tapa de 
olla de aluminio antes y después de haber sufrido una abolladura). El comportamiento 
vibratorio del conjunto de partículas, frente al mismo estímulo mecánico externo al sistema, 
cambia con la modificación en la forma (el contorno) del cuerpo. Las mismas condiciones 
de borde sobre los campos elastodinámicos se aplican sobre dos contornos 
geométricamente distintos. Pero entonces una misma partícula puede vibrar en forma 
diferente en uno y otro caso: se tiene aquí un ejemplo de causalidad descendente. (Sobre 
la influencia del contorno en el comportamiento vibratorio de los cuerpos puede verse el 
artículo de R.Suárez-Ántola, “The region of influence of significant defects and the 
mechanical vibrations of linear elastic solids”, en Proceedings of the XI DINAME, D.Rade 
y V.Steffen (eds.), ABCM, 2005). 

Los conceptos de totalidad y emergencia son necesarios hasta en física fundamental. 

Un ejemplo es el denominado entrelazamiento cuántico (F.Kronz y J.Tiehen, “Emergence 
and Quantum Mechanics”, Philosophy of Science, N* 69, 2002, pp 324-347) que se 
produce cuando dos o más componentes (cuantones) se unen para formar un sistema y 
aunque luego se separen su individualidad se ha perdido ya, manifestando un 
comportamiento coherente. 

Una consecuencia del desarrollo de la teoría de sistemas ha sido la posibilidad de 
reinterpretar algunos conceptos teleológicos que parecían destinados a permanecer para 
siempre por fuera del ámbito de la ciencia. 

El tipo de finalidad estática, que aparece cuando se dice “el propósito de las espinas en 
una planta es protegerla de los animales que pueden comérsela” o “el propósito de un 
bisturí es cortar tejidos biológicos de un animal o de un ser humano durante una operación 
quirúrgica” se reinterpreta en términos de la función o rol específico de las espinas o del 
bisturí, que solo ellos pueden desempeñar. Explicar cómo surgen las espinas y los bisturís 
es otro asunto. En el caso de las espinas, el recurrir a las mutaciones al azar y a la selección 
natural solo suministra una explicación parcial (si se la puede considerar explicación), y en 
el caso del bisturí la explicación no puede eludir una inteligencia que planifica. 

En cuanto a la finalidad dinámica que presentan los procesos que se dirigen hacia un fin, 
es conveniente distinguir varias clases, como sugiere Ludwig von Bertalanffy (“An outline 
of General Systems Theory”, British Journal of the Philosophy of Science, 1950, N*1, 
pp139-164). Estas clases se relacionan estrechamente con la emergencia de niveles 
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jerárquicos y con los procesos de centralización y mecanización progresiva asociados a esa 
emergencia. Así tenemos: 


(1) La equifinalidad, en la cual el mismo estado o régimen dinámico se alcanza desde 
diferentes condiciones iniciales y en diferentes maneras, en un nivel indiferenciado en el 
cual no se pueden distinguir estructuras (subsistemas) responsables de la dinámica, como 
acontece en el caso de los remolinos de Bénard en una capa horizontal de un fluído 
sometido a un gradiente térmico vertical opuesto al campo gravitatorio, que se reconstruyen 
en forma espontánea si el sistema es perturbado, cuando ese gradiente térmico supera un 
valor umbral. 

(2) La regulación dinámica asociada a estructuras interrelacionadas de tal forma que se 
obtiene un cierto resultado, como acontece en forma natural con los mecanismos 
homeostáticos u homeodinámicos (generalización del concepto de homeostasis para 
expresar la estabilidad de un patrón dinámico o trayectoria de vida) en los organismos, o 
como se obtiene en forma artificial implementando sistemas de control en las máquinas. 

(3) La finalidad propiamente dicha, la previsión y persecución de un objetivo, presupone la 
emergencia de un psiquismo intencional generalmente asociado con la condición humana; 
corresponde a la causa final aristotélica. (En la parte (G) se dice algo más sobre ésto.) 


Varios ejemplos interesantes del uso de la idea de finalidad, a través de la aplicación de 
principios variacionales, se encuentran en las ciencias biomédicas. 

El tratamiento usual de problemas teóricos en biología y medicina, desde un punto de vista 
cuantitativo, en buena medida consiste en inventar y construir modelos matemáticos para 
describir diferentes fenómenos en un organismo o en una población. Por ejemplo, algunos 
fenómenos en el sistema cardiovascular se pueden analizar a partir de un modelo mecánico 
de la actividad contráctil del corazón y del flujo de la sangre en el aparato circulatorio. A 
partir de la determinación experimental de algunos parámetros, el modelo permite calcular 
características de importancia fisiológica y clínica, como la elasticidad de la aorta de una 
persona (J.Bronzino, (editor), “The Biomedical Engineering Handbook”, vol.1, sección III, 
CRCAIEEE Press, Boca Raton, 2000). 

No obstante, la construcción usual de modelos fisicomatemáticos para los sistemas 
biológicos no permite responder ciertos interrogantes importantes que se pueden resumir en 
la pregunta sobre porqué los sistemas biológicos están diseñados en la forma particular en 
que parecen estarlo. A vía de ejemplo, en un ser humano adulto la frecuencia cardíaca en 
reposo vale, en promedio, 70 latidos por minuto, mientras que el volumen de eyección 
ventricular anda próximo a los 100 cm*, de modo que el flujo promedio ronda los 7000 
cm” por minuto. Desde el punto de vista de los tejidos que son perfundidos, lo que importa 
es el flujo. El mismo flujo podría obtenerse con un volumen de eyección de 1cm? y una 
frecuencia cardíaca de 7000 latidos por minuto, o con un volumen de eyección de 1000 cm? 
y una frecuencia cardíaca de 7 latidos por minuto, así que cabe preguntarse porqué se da la 
primer situación y no una de las otras dos. Este tipo de preguntas, que no se puede contestar 
en el marco de los modelos mecánicos ya mencionados, (debido a que la frecuencia 
cardíaca y el volumen de eyección ventricular aparecen como parámetros cuyos valores se 
introducen desde afuera), apareció por primera vez en relación con la teoría de las formas 


orgánicas (D”Arcy Thompson, “On growth and form”, Cambridge University Press, 
Cambridge, 1961). 
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Para responder este otro tipo de interrogantes se han realizado algunos intentos por 
formular principios generales de óptimo en la biología, directamente vinculados con ideas 
de finalidad y propósito a nivel de los organismos y sus subsistemas. El primero de estos 
principios generales, debido a Nicolás Rashevsky, es el denominado “principio del diseño 
adecuado”. Una formulación preliminar y algo vaga del mismo es la siguiente: “El diseño 
de un organismo es tal que el organismo ejecuta sus funciones necesarias adecuadamente y 
con un mínimo gasto de energía y materiales, tanto en la ejecución de las funciones como 
en la construcción del organismo”. (Una explicación bastante detallada de este principio, 
incluyendo las limitaciones inherentes al modo en que fue formulado, puede hallarse en el 
capítulo sobre diseño adecuado que Rashevsky escribió en el tomo 3 del libro “Foundations 
of Mathematical Biology”, editado por Robert Rosen, Academic Press, New York, 1973). 
De acuerdo con el punto de vista implícito en la formulación del principio, para 
comprender ciertas propiedades de un organismo, el biólogo teórico debe razonar como un 
ingeniero que diseña una máquina (sistema) destinada a cumplir con un conjunto 
especificado de funciones en un ambiente dado. Al igual que en el caso de una máquina, el 
“diseño” que permite que un organismo ejecute determinadas funciones, no es único. 
Cuando el “diseñador” de organismos especifica qué datos experimentales del sistema en 
cuestión debería conocer para hacer un diseño “más exacto”, el biólogo experimental se ve 
a su vez enfrentado a problemas de diseño y ejecución de experimentos desde una 
perspectiva novedosa. Así se han hallado resultados experimentales interesantes e 
imprevistos, cuya importancia trasciende el ámbito en el cual surgieron. La aplicación de 
los principios de óptimo y el enfoque teleológico que acompaña esa aplicación se han 
mostrado fértiles en la obtención de resultados que parecen no ser alcanzables en su 
totalidad utilizando exclusivamente el punto de vista de la causa eficiente y el proceso de 
micro-reducción a niveles inferiores, físicos y químicos. Esto de ninguna manera debe 
verse como un retorno encubierto del vitalismo, puesto que no se supone que las leyes de la 
física o la química se suspendan en forma más o menos transitoria en el organismo 
estudiado, ni se descarta a priori que una reducción parcial, todavía no avizorada, pudiera 
en última instancia resultar exitosa. En cuanto a los niveles psicológico y social, el empleo 
de finalidades y propósitos parece ser ineludible. 

En las disciplinas tecnológicas los principios de óptimo (incluyendo principios 
variacionales análogos a los de la física teórica) surgen como herramientas necesarias,en 
forma natural, al resolver problemas de síntesis de sistemas que deben cumplir ciertas 
funciones dadas de antemano. En general hay muchas soluciones posibles y se trata de 
seleccionar una que pueda considerarse como la mejor, de acuerdo con ciertos criterios que 
el diseñador establece. (N.Distéfano “Nonlinear Processes in Engineering”, Academic 
Press, Londres, 1974). 

Ahora, disponiendo ya de un marco de interpretación sistémico, consideremos el cambio de 
perspectiva sobre el determinismo científico (considerado como la formulación más 
acabada de la causalidad eficiente) que se produjo como consecuencia del descubrimiento 
del caos en los sistemas dinámicos. Este descubrimiento ocurrió al principio de la década 
del sesenta del siglo XX, durante la simulación por ordenador de la dinámica 
correspondiente a un modelo sobre-simplificado de atmósfera (solo constaba de tres 
variables de estado, funciones del tiempo) efectuada por el meteorólogo Lorenz. 
(E.N.Lorenz, “Deterministic nonperiodic flow”, J.Atmos.Sci., vol 20, pp282-293, 1963). 
Los resultados de los cálculos efectuados sobre el sistema de ecuaciones diferenciales no 
lineales de Lorenz, y sobre numerosos otros sistemas dinámicos (modelos matemáticos) 
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análogos, sugieren que modificaciones arbitrariamente pequeñas en las condiciones 
iniciales pueden producir enormes diferencias en la evolución del estado del sistema. (Al 
parecer el mismo Lorenz se refirió una vez a esto diciendo que el batir de las alas de una 
mariposa en el Amazonas podría tener como consecuencia un tornado en el Caribe). El 
genial Henri Poincaré lo había entrevisto intuitivamente ya a fines del siglo XIX, pero por 
supuesto no disponía de medios para estudiarlo. La formulación (susceptible de ser 
contrastada) del determinismo científico en los sistemas mecánicos, tanto newtonianos 
como relativistas, no es válida siempre, como se creía hasta entonces, sino solo en casos 
particulares. En los demás, hay un horizonte de tiempo más allá del cual pierde sentido en 
la práctica la descripción de la dinámica en términos de trayectorias individuales. Se hace 
necesario recurrir a una descripción probabilista, y no por ignorancia eventual, sino por 
principio. Este comportamiento aparece muchas veces vinculado con sistemas que 
evolucionan en forma irreversible. El estado del sistema se aproxima a una región del 
espacio de estados que se denomina atractor extraño. Considerado como una figura 
geométrica en dicho espacio, el atractor no posee una dimensión entera, sino fraccionaria. 
Es un fractal, concepto introducido en 1975 por el matemático francés Benoit Mandelbrot, 
(en el libro “Les objects fractals” citado más arriba), para describir objetos que se 
mantienen invariantes bajo los cambios de escala. Todo esto resultó tan escandaloso, 
cuando se comparaba con lo que se había afirmado previamente, que en 1986, el presidente 
de la Internacional Union of Theoretical and Applied Mechanics, Sir James Lighthill, 
consideró que debía pedir perdón en nombre de la hermandad de practicantes de la 
mecánica, tanto vivos como muertos. Llevados por un gran entusiasmo con la mecánica 
newtoniana y la forma en la que creían que debía ser interpretada, estos teóricos efectuaron 
generalizaciones falsas en el dominio de la predecibilidad e indujeron a error al gran 
público, incluyendo a científicos y filósofos, durante casi trescientos años. (J.Lighthill, 
“The recently recognized failure of predictability in newtonian dynamics”,Proceedings of 
the Royal Society, Serie A, 407, pp35-50, 1986). 

¿Cómo pudo ocurrir una cosa tan atroz? ¿Cómo fue posible que se ignoraran las 
advertencias implícitas en trabajos de matemáticos como Jacques Hadamard, quien en 1898 
(Les surfaces á courbures opposées...”, Journal des Mathématiques pures et appliquées, 
Serie 5, vol 4, pp27-73) estudió el movimiento sin rozamiento de una partícula restringida a 
una superficie no acotada y curvada en forma análoga a una silla de montar (con curvatura 
de Gauss negativa) y demostró la inestabilidad de las trayectorias que partían del mismo 
punto con velocidades de igual magnitud pero direcciones diferentes, aunque tan próximas 
entre sí como se quisiera? 

Al parecer el origen metafísico de este error se remonta a que en los orígenes de la 
mecánica newtoniana de partículas se postuló la validez sin restricciones del principio de 
razón suficiente según el cual, en palabras de Leibnitz, “la causa plena” equivale al “efecto 
total”. Como entonces causa y efecto son en el fondo equivalentes, toda pérdida lo es sólo 
en apariencia, y todos los procesos son en última instancia reversibles, como lo es la 
transformación de la energía potencial en energía cinética en un sistema conservativo. Así, 
en la mecánica newtoniana de partículas, tal como fue entendida a la luz del principio de la 
razón suficiente, no resultó posible definir una diferencia intrínseca entre el antes y el 
después. Las leyes de evolución reversibles, cuyas ecuaciones dinámicas permanecen 
invariantes al cambiar el signo del tiempo, se consideraron entonces como propias de las 
teorías físicas fundamentales y se extienden a todos los ámbitos de esa disciplina, 
incluyendo las ramas de la física formuladas mediante campos. La flecha del tiempo, 
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asociada a la irreversibilidad, se consideró propia de las denominadas teorías 
fenomenológicas, como las que describen la difusión de la masa y del calor a nivel 
macroscópico. Se suponía entonces que estas teorías describen hechos, como la igualación 
irreversible de la concentración o de la temperatura en un sistema aislado (a consecuencia 
de los flujos de masa o de calor), que vistos desde un punto de vista microscópico, no son 
más que apariencias. Esta reversibilidad del tiempo se extiende incluso a las ecuaciones 
básicas de la física cuántica. La negación de la irreversibilidad del tiempo se transformó así 
en uno de los ideales de la física teórica, un ideal que comparte con algunas formas del 
misticismo. Einstein es quien encarna de la manera más ejemplar, a través de su obra, la 
persecución de ese ideal de descubrimiento de un universo transparente a la razón humana, 
atemporal, desprovisto de sus apariencias decepcionantes y engañosas ligadas a la 
subjetividad del observador. 

Solamente un año después de que Lighthill pidiera perdón en nombre de los teóricos de la 
mecánica, apareció un artículo sobre la dinámica de una red bidimensional formada por un 
conjunto muy numeroso de péndulos, acoplados y con rozamiento, en la que se introduce 
energía bombeándola a través de uno de ellos (P.Bak, C.Tang y K.Weisenfeld “Self- 
organized criticality. An explanation of 1/f noise”, Physical Review Letters, vol. 59, pp381- 
384, 1987). En ciertas condiciones el sistema alcanza un estado crítico en el cual se produce 
una secuencia de avalanchas de movimientos de rotación que involucran distintos números 
de péndulos y parecen impredecibles. Este y otros resultados condujeron al concepto de 
criticidad auto-organizada, que se ha extendido ahora al estudio de diferentes sistemas 
complejos físicos, químicos, biológicos y sociales. 

Ahora la inestabilidad se ha instalado en el seno de los sistemas dinámicos construidos en 
el marco inspirado por la dinámica clásica, para intentar describir matemáticamente lo que 
se observa en la naturaleza. 

Los sistemas naturales alejados del equilibrio presentan una impresionante riqueza de 
estructuras que surgen unas de otras en forma análoga a como se producen los cambios de 
fase en los sistemas en equilibrio. Una estructura se desestabiliza cuando uno o más 
parámetros externos se aproxima a un umbral. Las correlaciones entre las partículas 
microscópicas se extienden súbitamente mucho más allá de lo que lo hacían antes. Las 
fluctuaciones en alguna de las variables de estado crecen hasta un punto en que los modelos 
probabilísticos estándar ya no le son aplicables. De pronto se produce un efecto cooperativo 
luego del cual un nuevo orden se instala y una estructura emerge. 

En todo esto el concepto de suceso más o menos contingente, que crea una diferencia 
ente el pasado y el futuro, que se origina en forma inteligible a partir del pasado pero que 
no puede ser deducido estrictamente, abre las puertas a un futuro en el que resultará ora 
intrascendente, ora decisivo para iniciar un cambio significativo. Como dice Richard 
Feynman en “El carácter de la ley física” (Tusquets, Barcelona, 2000), las cosas más 
importantes en la naturaleza, parecen ser el resultado accidental y complicado de la 
conjunción de muchas leyes. A vía de ejemplo señala el nivel de 7,82 MeV de energía que 
presenta el núcleo del átomo de carbono-12. Si este nivel no fuera posible, y si admitimos 
las leyes físicas conocidas, parecería que el universo tal como lo conocemos no habría 
surgido a partir de la etapa primordial en la que los átomos de hidrógeno prácticamente 
eran los únicos existentes. Por reacciones nucleares el hidrógeno puede formar helio, pero 
para explicar la génesis de los demás elementos de la tabla periódica parece ser necesario 
que tres átomos de helio reaccionen para formar carbono-12 en una reacción nuclear. Si el 
producto de esa reacción, el carbono, no tuviera un nivel nuclear de 7,82 MeV, la reacción 
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no podría producirse, y probablemente los elementos de la tabla periódica no hubieran 
podido surgir. La génesis de este nivel de energía en el sistema físico emergente está a su 
vez asociada a un accidente muy complicado. Fue necesario admitir el átomo de carbono- 
12 como un sistema emergente ya establecido para poder analizar las condiciones que lo 
podrían haber engendrado. Dados los átomos de helio precursores, no fue posible sin más 
deducir la aparición del átomo de carbono usando únicamente las leyes físicas conocidas y 
las propiedades de los precursores. 

Desde este punto de vista se avizora un universo abierto, un mundo de sistemas que 
emergen y que se extinguen, con historia, un mundo que evoluciona, con una jerarquía de 
niveles que presentan novedades inesperadas. Como dice P.W.Anderson (“More is 
different: broken symmetry and the nature of the hierarchical structure of science”, Science, 
vol. 111, pp393-396, 1972), en cada nivel hay problemas fundamentales que requieren una 
investigación intensiva que no cabe resolver mediante ulteriores análisis microscópicos, 
sino que requieren de “cierta combinación de inspiración, análisis y síntesis”. Los 
problemas fundamentales parecen concentrarse en las interfases entre niveles, donde se 
produce lo que podríamos denominar un cambio de escala (W.H.Thorpe, “Naturaleza 
animal y naturaleza humana”, Alianza, Madrid, 1980). Thorpe sugiere al respecto que 
“ocurren cosas intrigantes en las interfases de la biología con la química y con la 
psicología: ambos son cambios de escala”. 

Así pues, insistimos en ello, en cada nivel de complejidad encontramos propiedades 
enteramente nuevas. Su comprensión parece requerir investigaciones tan fundamentales 
como las que llevan a cabo los físicos que estudian las partículas elementales. 

Parecería que una TOE en el sentido de los fisicistas (micro-reduccionistas radicales) sería 
un sueño inalcanzable en principio, debido a que, como hemos visto, la dinámica propia de 
la estructura de relaciones característica del todo influye sobre el estado y el 
comportamiento de las partes . Lo único que razonablemente se podría esperar sería tener 
éxito en desarrollar una teoría de sistemas complejos que nos permitiera comprender los 
niveles de la realidad, su génesis, su dinámica y las leyes que regulan sus interacciones. Lo 
que no es poca cosa. 


NOTA: 

Una descripción autorizada, salpicada con anécdotas y comentarios interesantes, que 
abarca la física de partículas y la cosmología junto con los problemas que se plantean a 
propósito de la unificación de las interacciones, en su casi totalidad sin usar herramientas 
matemáticas, es la que presenta S.Glashow en “El encanto de la fisica” (Tusquets, 
Barcelona, 2000). Para los que poseen una formación en matemáticas y en física del nivel 
que se adquiere luego de los primeros años de una carrera universitaria en ciencias o en 
ingeniería, se tiene el extenso libro de J.Brehm y W.Mullin “The Structure of Matter” 
(Wiley, Singapur, 2% ed., 2000). Además de un capítulo sustancioso sobre teoría restringida 
de la relatividad, entre otros muchos temas trae una buena introducción a la mecánica 
cuántica, a la física de los procesos nucleares y de las partículas elementales. Incluye una 
descripción de los intentos de unificación de las interacciones, hasta la gran unificación y 
las tentativas de TOE. Para personas con una formación más avanzada, sobre teoría 
cuántica de campos, en lo tocante a sus aspectos históricos y a sus fundamentos, se tiene la 
recopilación de artículos de investigación (que incluye una contribución de Einstein 
efectuada en 1917) editada por Julian Schwinger “Selected Papers on Quantum 
Electrodynamics” (Dover, New York, 1958) y el segundo tomo de “The Mathematics of 
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Physics and Chemistry” (Van Nostrand-Reinhold, New York, 1966; editado por 
H.Margenau y W.Murphy, con artículos extensos escritos por destacados autores). 

La referencia a la opinión de James Watson sobre la jerarquía de las ciencias, junto con 
una crítica tanto a la micro-reducción como único método de investigación como al tipo de 
macro-reducción utilizado por algunos exponentes de la filosofía New Age, desde la 
perspectiva de un biólogo que reconoce que los organismos son en buena medida actores 
de su propio destino, se puede hallar en el libro de S.Rose “Trayectorias de Vida: 
Biología, Libertad y Determinismo ” (Granica, Barcelona, 2001). 

Las ideas de Haken y otros científicos e ingenieros, sobre los fenómenos cooperativos en 
los sistemas físicos, químicos, biológicos y sociales pueden estudiarse en los libros de 
H.Haken “Synergetics: An introduction” y “Advanced Synergetics”, ambos publicados por 
Springer, New York y Berlín (1978 y 1983 respectivamente), así como en el libro dirigido 
al gran público por ese mismo autor: “Fórmulas de éxito en la naturaleza” (Salvat, 
Barcelona, 1986). 

La distinción entre causalidad ascendente y descendente puede verse en la primera parte 
del libro de Karl Popper y John Eccles “El Yo y su Cerebro” (Ediciones Roche, Basilea, 
1980). 

Un estudio notable y no muy bien comprendido en su época, que planteó la sustitución de 
la doctrina del determinismo científico por la doctrina del “organismo” (que se 
corresponde bastante bien con lo que ahora denominamos sistema) y desarrolla muy bien 
la idea de causación descendente aunque sin llamarla así ) es el de Alfred N. Whitehead 
“Science and the modern World”, Cambridge University Press, Cambridge, 1927). 

Las ideas de Ilya Prigogine y su escuela, sobre el tiempo y la irreversibilidad en los 
sistemas fisicos pueden hallarse en el libro de I.Prigogine e I.Stengers “Entre el tiempo y 
la eternidad” (Alianza, Madrid, 1990). Los aportes de la escuela de Bruselas, entre otros 
aportes al desarrollo del conocimiento de los sistemas alejados del equilibrio, se pueden 
hallar en el notable libro de G.Nicolis “Introduction to Nonlinear Science” (Cambridge 
University Press, Cambridge, 1995). 

Las ideas del biólogo Ludwig von Bertalanffy (posiblemente la persona que con más 
insistencia, amplitud y elocuencia abogó por el desarrollo de una verdadera teoría de 
sistemas en el siglo XX) pueden hallarse en el libro de ese autor “Teoría General de los 
Sistemas: Fundamentos, desarrollos y aplicaciones” (Fondo de Cultura Económica, 
Méjico, 1976). El libro de Robert Rosen “Optimality principles in biology” (Butterworths, 
Londres, 1967) trae una discusión interesante del principio del diseño adecuado de 
Rashevsky junto con otros principios de óptimo aplicables en biología. Una aplicación de 
los principios de extremo de la termodinámica de procesos irreversibles al flujo de la 
sangre se puede hallar en la monografía de R.Suárez-Ántola “Temas de macro y micro- 
reología de la sangre” (Departamento de Física, Facultad de Humanidades y Ciencias, 
UDELAR, 1984). 

En relación con la finalidad y el propósito a nivel psicológico y social, pueden sugerirse 
los libros de M.Bunge y R.Ardila “Filosofía de la Psicología” (Ariel, Barcelona, 1988) y 
de M.Bunge “La relación entre la Sociología y la Filosofía” (Edad, Barcelona, 2000). 
Sobre geometría fractálica puede consultarse el libro de B.Mandelbrot “La geometría 
fractal de la naturaleza” (Tusquets, Barcelona, 1997). Sobre la criticidad auto-organizada 
y sus posibles aplicaciones, conviene consultar el libro de Per Bak, cuyo título es un poco 
pomposo: “How Nature Works: The science of self-organized criticality” (Oxford 
University Press, Oxford, 1997). 
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Una interesante presentación de la denominada “aleatoreidad de segunda especie” 
característica de los objetos fractales, junto con una discusión de las posibles 
consecuencias epistemológicas de la aparición de estos objetos como objetos de estudio 
ineludibles, aparece en la primera parte (“La ascensión y caída del hombre faústico”) del 
interesante y bien documentado libro de ensayos debido al biólogo Gunther Stent: “Las 
paradojas del progreso” (Alambra, Madrid, 1978). Finalmente, una presentación 
actualizada de los métodos utilizados en el estudio de los sistemas no lineales se encuentra 
en el libro de G.Malinietski “Fundamentos Matemáticos de la Sinergética: Caos, 
estructuras y simulación por ordenador” (Editorial URSS, Moscú, 2005). 


(G)Lectura final: Max Planck y el significado de los principios 
variacionales. 


En 1922, durante el día destinado al homenaje a Leibnitz, que todos los años se efectuaba 
en Alemania, Max Planck resumió los aspectos más importantes, tanto científicos como 
filosóficos, relacionados con el significado de los principios variacionales de la física- 
matemática conocida en esa época. Planck comienza comparando el método de formulación 
de las leyes físicas que emplea el principio de contigiijidad, localidad o ausencia de 
acción a distancia, (que analizamos en la parte (C) de esta presentación como la expresión 
más acabada del principio de causalidad eficiente), con el método de formulación de esas 
mismas leyes basado en principios de óptimo, (que analizamos en la parte (E)): 


“La ciencia moderna, especialmente a influjos del desarrollo de la noción de causalidad, se 
ha alejado mucho de las concepciones de Leibnitz. La ciencia ha prescindido de la idea de 
una razón especial, capaz de prever y anticipar los acontecimientos, y considera que todos 
los sucesos del mundo natural y espiritual son, al menos en principio, reductibles a estados 
anteriores. Continuamos, empero, percatándonos de un hecho sumamente sorprendente, 
especialmente en la ciencia más exacta. La física contemporánea, al menos en lo tocante a 
su Organización teórica, se rige enteramente por un sistema de ecuaciones diferenciales 
espacio-temporales que estipulan que cada uno de los procesos naturales está determinado 
por los acontecimientos que se produzcan en su entorno espacial y temporal inmediato. Tan 
fecundo sistema de ecuaciones diferenciales, aunque éstas difieran en los detalles, pues 
tratan de procesos mecánicos, electromagnéticos, y térmicos, se encuentra hoy contenido en 
un solo teorema, en el principio de mínima acción. El cual, brevemente expuesto, afirma 
que de todos los procesos posibles, los únicos que se dan en realidad son los que 
comportan un mínimo consumo de acción...”. 


Un resultado definitivo de la matemática de los siglos XIX y XX es que no existe 
incompatibilidad alguna entre la determinación causal (causa eficiente) y la 
determinación final (causa final) de un proceso físico, al menos en la medida en que la 
causalidad eficiente se exprese mediante un sistema de ecuaciones diferenciales que 
describen la evolución en tiempo continuo (ecuaciones diferenciales ordinarias o en 
derivadas parciales) y la finalidad se exprese mediante principios variacionales (también 
formulados a tiempo continuo, mediante integrales). 


Más aún, una consecuencia de la Teoría General de Sistemas desarrollada durante las dos 
décadas posteriores a la Segunda Guerra Mundial, es que para casi todos los modelos 
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matemáticos de sistemas dinámicos (a tiempo discreto o a tiempo continuo, con variables 
de estado discretas o continuas) aplicables en ciencias y en ingeniería, no hay 
controversia real entre el principio causal y el principio teleológico (ahora considerado 
en el sentido de anticipación del futuro). Ninguno de ellos puede considerarse superior al 
otro (G.J.Klir “An approach to general systems theory”, Van Nostrand-Reinhold, New 
York, 1969). 


Pese a ello esta idea de que (al menos en las ciencias físicas) el objetivo final y la ley 
causal son dos formas de expresar lo mismo, no parece ser todo lo conocida que cabría 
esperar por científicos y filósofos. 


Por supuesto que de la validez del principio variacional no se desprende de modo alguno 
que el mundo físico haya sido diseñado, es decir, creado con un propósito, pero tampoco lo 
excluye. En el párrafo siguiente Planck plantea la posible relación del principio de mínima 
acción con un punto de vista teológico: 


“Como podemos ver, sólo se requiere un corto paso para reconocer en la preferencia por la 
mínima cantidad de acción el gobierno de la razón divina, y descubrir así una parte de la 
ordenación teleológica del universo de Leibnitz.” 


De inmediato Planck señala la equivalencia, en cuanto a la descripción matemática del 
mundo físico, que presentan el enfoque inspirado en la causa eficiente y el enfoque 
teleológico, insistiendo en la falta de importancia que se le suele dar al enfoque variacional: 


“La diferencia de puntos de vista no es en forma alguna, como vemos, una diferencia en la 
esencia, sino una mera diferencia en la interpretación, dado que la primera restringe su 
mirada a lo muy pequeño” (aquí Planck se refiere al principio de contigúidad), “mientras la 
otra abarca grandes distancias en el espacio y el tiempo”. (Aquí se refiere al principio 
variacional de Hamilton o principio de la mínima acción). ”En esta ocasión cada uno habrá 
de decidir por sí mismo cuál es el punto de vista que considera fundamental, y habrá 
igualmente de preguntarse cuál de ambos análisis tendrá en última instancia mayor 
éxito...En la física de nuestros días el principio de mínima acción representa un papel 
bastante secundario. No acaba de encajar en el armazón de las teorías actuales. Se admite, 
evidentemente que se trata de un enunciado correcto; más de ordinario no sirve para 
sustentar una teoría...porque la física teórica contemporánea está en su totalidad cortada a 
la medida del principio de efectos infinitesimales de naturaleza local, y tiene por 
innecesaria la extensión de consideraciones a espacios y tiempos mayores....En 
consecuencia, la física se siente inclinada a incluir el principio de mínima acción entre las 
curiosidades formales y accidentales y no ponerlo entre los pilares del conocimiento 
físico.” 


Luego Planck menciona la validez del principio en toda la física clásica y en la física 
relativista, incluyendo la reformulación de la teoría general de la relatividad en forma 
varlacional, efectuada por David Hilbert. La formulación variacional de la teoría restringida 
de la relatividad que discutimos en la parte (E) de este trabajo, le parecía “el éxito más 
brillante que ha alcanzado el principio de Hamilton”. 


Concluye: “Cuanto más complicadas se hacen las circunstancias, tanto menos probable 
resulta que la dominancia de una ley tan simple pueda ser un mero accidente. La 
incapacidad de una teoría de explicar una relación tan sencilla y comúnmente aceptada es 
siempre signo de que se trata de una teoría incompleta...”. 
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Lamentablemente él, (el físico que introdujo la hipótesis de los cuantos y reflexionó más 
profundamente que la mayoría de sus contemporáneos sobre la termodinámica) falleció 
antes de que Louis de Broglie desarrollara plenamente la conexión (que tratamos 
brevemente al final de la parte (E)) entre la acción relativista y la entropía 
termodinámica, introdujera la versión relativista del principio variacional de Hamilton en 
las mismas entrañas de la mecánica cuántica concebida como una mecánica ondulatoria no 
lineal, y  dedujera el principio de mínima acción a partir de la segunda ley de la 
termodinámica. Estos trabajos pioneros de Louis de Broglie y su pequeño grupo de 
colaboradores, más allá de las críticas de que son pasibles, aportan una primera respuesta 
positiva al requerimiento de Planck de explicar el principio variacional de Hamilton a partir 
de otro más básico, que en este caso resulta ser un principio termodinámico de óptimo. 


Para finalizar, les propongo detenernos un poco en la interpretación teológica que Planck 
hacía del principio variacional de Hamilton, y que se halla mencionada por él en el texto 
que transcribimos arriba. En vida, esto le trajo muchos sinsabores, y ya fallecido le acarreó 
no pocas críticas (aunque inspiraba e inspira tanto respeto que la mayoría de los críticos 
proceden en forma bastante cautelosa y medida). Einstein, a su manera, y más claramente 
hacia el final de su vida, también sostenía una concepción, que en el fondo era de índole 
religiosa, sobre la armonía preestablecida y la inteligibilidad matemática del mundo físico. 
Pero mientras que la concepción teológica de Planck era la de un cristiano, la de Einstein es 
más parecida a la panteísta de Spinoza. (En parte por eso y en parte porque nunca la 
formuló en forma tajante, Einstein no recibió muchas críticas). Ambos, desde el punto de 
vista metafísico, son deterministas. Ambos se hallan próximos a Parménides y alejados de 
Heráclito. (Hoy el tipo de determinismo sostenido por Einstein y por Planck parece estar 
fuertemente cuestionado a partir de los resultados obtenidos en las propias ciencias físicas, 
e incluso, hay quien plantea un universo esencialmente indeterminista, un universo de 
propensiones como propuso Popper). Todo esto es muy importante para comprender sus 
respectivas concepciones del mundo, pero para nosotros el problema principal se encuentra 
en otra parte. Antes de considerar las consecuencias teológicas que Planck sacaba del 
conocimiento de los principios de extremo de la física matemática, conviene plantearse 
primero el problema de la compatibilidad entre la ciencia y la fe. Una solución positiva del 
mismo sitúa el punto de vista de Planck en un marco conceptual muy distinto al que 
parecen haber utilizado la mayoría de sus contradictores materialistas (entendiendo por 
materialismo la suposición metafísica de que la materia es la causa primera y última de 
todo lo real, de modo que se excluye la posibilidad de encontrar otras causas en la realidad 
física distintas a la materia.) 


En la segunda mitad del siglo XVIII y en la primera mitad del siglo XIX, los científicos 
creyeron haber descubierto que podían representar el mundo como una serie de 
configuraciones instantáneas de la materia, las cuales determinaban sus propios cambios 
formando así un sistema lógicamente cerrado. La siguiente anécdota, que involucra unos 
personajes muy conocidos, es bien ilustrativa: 


En 1805 Laplace presentó su “Mecánica Celeste” a Napoleón, quien se interesaba por esas 
cosas. Napoleón parece haber manifestado, tal vez con intención aviesa: “Me dicen, 
M.Laplace, que a lo largo de este voluminoso libro sobre el sistema del universo no 
mencionáis una sola vez a su Creador.” Laplace contestó: “No tuve necesidad de hacer esa 
hipótesis”. Al parecer Napoleón encontró muy ingeniosa esa contestación y se la contó a 
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Lagrange. Éste exclamó: “Ah! Pero es una bella hipótesis. Explica muchas cosas” (según 
W.Rouse-Ball, “History of Mathematics”, 3* ed., Cambridge University Press, Cambridge, 
1901). 


En realidad los únicos éxitos que en el siglo XVIII y en la primera mitad del siglo XIX se 
lograron en la dirección que apunta a un modelo mecánico de la naturaleza (éxitos 
inauditos, por cierto, cuando se los compara con la situación previa sobre esos temas), 
fueron el desarrollo de la mecánica celeste, la estática y la dinámica de partículas y cuerpos 
rígidos, y una parte de la mecánica de los medios continuos junto algunos elementos de 
disciplinas semi-empíricas como la hidráulica y la resistencia de materiales. La 
termodinámica y el electromagnetismo se resistieron a ser reducidos a mecánica 
newtoniana. La aparición del modelo atómico de Dalton permitió abrigar la esperanza de 
reducir la química a la mecánica newtoniana de partículas, esperanza que hacia fines del 
siglo XIX ya se mostró infundada. La biología, aún después de la aparición de la teoría de 
Darwin, resistió todos los intentos de reducción y de rebote albergó varios intentos de 
formulación vitalista. Cayendo en una tentación muy humana (de la que ninguno de 
nosotros se encuentra a salvo), los científicos de aquel entonces extrapolaron la validez de 
los conceptos y las leyes que habían descubierto para el ámbito de la mecánica a otros 
ámbitos del mundo, y surgió así el mecanicismo. Desde un punto de vista filosófico el 
mecanicismo sirvió de base al materialismo determinista y reduccionista decimonónico. 


En las partes (D), (E) y (F) precedentes vimos como la teoría de la relatividad primero y la 
física cuántica después socavaron las bases del determinismo científico y vaciaron de 
contenido el concepto de materia tal como se había venido usando desde la época antigua, 
(desde Leucipo y Demócrito en el siglo V a.C. hasta comienzos del siglo XX), tanto con 
fines filosóficos como con fines científicos. Erwin Schródinger en su pequeño libro 
“Ciencia y Humanismo” (Tusquets, Barcelona, 1985), desarrolló un análisis del cambio 
producido en el concepto de materia y su sustitución por el de forma (íntimamente 
relacionado con el de sistema y emergencia). Asimismo, Schródinger analizó 
cuidadosamente el pensamiento griego como precursor del pensamiento contemporáneo 
sobre los problemas filosóficos que se plantean a propósito del mundo físico, en su libro 
“La naturaleza y los griegos”, (Tusquets, Barcelona, 1983). 


No obstante muchos parecieron no darse cuenta de estos cambios, incluso casi hasta 
mediados del siglo pasado. A partir de la toma de conciencia sobre las reales implicancias 
de los descubrimientos científicos del siglo XX surgió una nueva versión del materialismo, 
mucho más sofisticada, el materialismo emergentista contemporáneo. 


No reduccionista, basado en el concepto de sistemas y niveles, define lo material como lo 
que posee energía, lo extiende desde el ámbito de las partículas elementales hasta los 
sistemas sociales, y promueve la extensión de la descripción matemática de la realidad a 
todas las ciencias de lo real. Sus proponentes, ateos al igual que los viejos materialistas 
decimonónicos y los materialistas dialécticos, niegan la dimensión espiritual, y consideran 
la fe religiosa como una concesión a la debilidad del ser humano. El cientificismo duro, 
reduccionista, al igual que el materialismo dialéctico en su versión soviética, tan blando que 
es capaz de acoger en su seno y dar cuenta de casi cualquier cosa, han sido superados por 
este materialismo emergentista. 


Hermann Lotze en su “Mikrokosmos” (3 volúmenes, Leipzig, 1856-1858) decía, a 
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propósito de la mecánica y del mecanicismo de su época algo que con ciertas 
modificaciones se puede aplicar también respecto de las ciencias y del cientificismo actual: 
son nada más que un punto de vista sobre la realidad. Este me parece el punto crucial 
para comenzar el argumento. 


El mecanicismo (la ciencia desarrollada a imagen y semejanza de la física) posee una 
función absolutamente universal, sostenía Lotze pero completamente subordinada. La 
teoría mecanicista es la única que proporciona al experimentador hipótesis de trabajo 
efectivas. Esta teoría constituye solo un punto de vista, pero supremo dentro de sus límites. 
Las ciencias contemplan la naturaleza bajo su aspecto de número y medida. El pensamiento 
mecanicista (el pensamiento científico) es el que entreteje con sus hilos deductivos la 
estructura esencial de esa trama. La ciencia, decía Lotze, se mantiene y se debe mantener al 
margen de los aspectos teleológicos de la realidad, si bien éstos pueden formar parte del 
significado del proceso total y del aspecto espiritual de la realidad. 


Si consideramos los contenidos propios de las ciencias, vemos de inmediato que surgen de 
efectuar abstracciones, en mayor o menor medida, a partir de los datos de observaciones y 
experimentos. Pero abstraer es prescindir. Por eso el conocimiento científico solamente 
nos puede dar cuadros incompletos de la realidad, solamente nos puede ofrecer una 
perspectiva sobre el mundo. Las ontologías materialistas propenden a tomar por realidades 
concretas las abstracciones necesarias para la ciencia, y a desconocer o desestimar como 
ilusoria o irreal cualquier otra cosa. Esta falacia, denominada “falacia del desplazamiento 
de lo concreto” por Whitehead, se acompaña a menudo de lo que Carlos Vaz-Ferreira 
denominaba “trascendentalizaciones ilegítimas”, consistente en trasladar al plano 
ontológico lo que pertenece al plano de los esquemas clasificatorios, lingúísticos, utilizados 
para pensar la realidad. Lo que las ciencias nos ofrecen no es, pues, toda la realidad, sino 
una perspectiva parcial. En su fuerza (exactitud, reducción a leyes, capacidad de 
predicción) estriba su debilidad, porque siendo un conocimiento legítimo e imprescindible, 
siempre será esquemático, parcial y aspectual (C.Vaz-Ferreira, “Estudios filosóficos”, 
Aguilar, Buenos Aires, 1961). Por otra parte, como señala Popper en su libro “La lógica de 
la investigación científica”, citado a comienzo de la parte (C), la base empírica de la ciencia 
no es absoluta: la ciencia no está cimentada sobre roca. Sus teorías se elevan como si fueran 
una estructura sobre pilotes, en terreno arenoso. Los pilotes se introducen en el terreno. 
Cuando interrumpimos la hinca de los mismos, no es porque encontramos una roca firme, 
sino porque nos parece que se encuentran a una profundidad suficiente para soportar la 
estructura, al menos la estructura que tenemos hasta el momento. Una idea similar planteó 
en forma independiente y previa Vaz-Ferreira, cuando comparó el conocimiento humano 
con un mar y a la ciencia como un témpano flotante. El otro tipo de conocimiento de índole 
discursiva-racional, el conocimiento filosófico, continuando ahora con la metáfora de Vaz- 
Ferreira, se encuentra en cierto modo en las profundidades alrededor del contorno 
sumergido del témpano. Complementa al conocimiento científico, lo pone en perspectiva, y 
dejando paulatinamente de lado las herramientas y los esquemas de las ciencias intenta una 
aproximación más profunda, más directa, abstracta y flexible, y por ende menos 
esquemática, menos precisa y como contrapartida ineludible, muchas veces bastante más 
confusa y discutible. Así, por ejemplo, aplicando el método fenomenológico propuesto por 
Brentano y por Husserl en una exploración introspectiva, se puede llegar al concepto de 
psiquismo intencional primero, y a aprehender los procesos espirituales como actos 
trascendentes a través de los cuales el sujeto se proyecta hacia el objeto sin retorno 
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subjetivo al punto de partida (Francisco Romero, “Teoría del hombre”, Losada, Buenos 
Aires, 1965). 


El conocimiento discursivo-racional es el propio del científico y el del filósofo, por más 
que al comienzo de muchos procesos intelectuales la intuición juega un rol capital. Pero en 
ciencias y en filosofía la intuición debe legitimarse siempre a través de la razón. Esto sería 
todo si el ser humano fuera preponderantemente un ser teórico, alejado de la vida, un ser en 
cuyas venas, al decir de Wilhelm Dilthey, no corre verdadera sangre sino el humor 
enrarecido de la razón, considerada como mera actividad intelectual. Pero es un ser 
práctico, un ser con emociones y voluntad, un ser de conocimiento y acción. En la esfera 
práctica la aprehensión intuitiva de diversos aspectos de la realidad (mundo exterior; yo; 
valores estéticos, éticos y religiosos) ¡posee una certeza inmediata e irresistible que 
ninguna inferencia racional parece poder suministrar por si sola. Como señala Max Scheler 
en “De lo eterno en el hombre”, la religión pertenece a una esfera del valor completamente 
autónoma: el conocimiento religioso posee autonomía epistemológica, se apoya en la 
experiencia religiosa, en las vivencias y la conciencia religiosa, y fundamentalmente, en 
una revelación. Así pues, debido a su carácter parcial, el conocimiento científico y el saber 
filosófico no excluyen de modo alguno a la fe. Esto, junto con la voluntad de significado y 
la búsqueda de una unidad en la concepción del mundo propia de los seres humanos, 
legitima la búsqueda de una interpretación teológica de los principios variacionales que 
Planck se plantea, sin ser ni pretender ser una búsqueda científica. 


Unos veinte años después de la presentación sobre el principio variacional de Hamilton 
realizada por Planck en el homenaje a Leibnitz en 1922, Carl von Weizsácker retomó el 
tema en un artículo titulado “Ley natural y Teodicea”. En este trabajo von Weizsácker, 
comienza con los cuatro tipos de causa distinguidos por Aristóteles y discute su validez 
actual. Sugiere que luego de los cambios en la imagen física del mundo debidos a las 
físicas relativista y cuántica, como último residuo aprehensible de nuestros antiguos 
conceptos de causalidad queda en la física una especie de causa formal de índole 
matemática, una propiedad del proceso del mundo visto como una figura de algún modo 
óptima, extendida en el tiempo-espacio. 


La causalidad eficiente y la causa final se apoyan así en un principio más elevado: con la 
ley más sencilla y transparente se abarca la mayor riqueza de fenómenos y el mundo posee 
así la mayor belleza espiritual. 


NOTA: 


El trabajo de Carl von Weizsácker, “Ley natural y Teodicea” se encuentra traducido al 
español junto con otros artículos de este mismo autor en “La imagen física del mundo ” 
(Biblioteca de Autores Cristianos, Madrid, 1974). 


La teoría de las propensiones de Popper puede hallarse en el pequeño libro de ese autor 
“Un mundo de propensiones” (Tecnos, Madrid, 1992). 


Algunas de las ideas fundamentales de Wilhelm Dilthey se encuentran en la recopilación 
de trabajos de ese autor que aparecen en forma de libro con el título “Psicología y Teoría 
del Conocimiento” (Fondo de Cultura Económica, Méjico, 1945). 


Una presentación histórica, en mi opinión útil como referencia en relación con temas 
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tratados en esta parte, pero en principio dirigida a estudiosos de la filosofía y redactada 
en consecuencia, que trae una descripción de la evolución de los conceptos y la 
formulación de los problemas durante las sucesivas fases del pensamiento occidental, 
hasta fines del siglo XIX, junto con un estudio complementario de la filosofía en el siglo 
XX, hasta 1950, debido a Heinz Heimsoeth, es la que aparece en la notable “Historia 
General de la Filosofía” de Wilhelm Windelband (El Ateneo, Méjico, 1960). Al igual que el 
libro de Bertrand Russell mencionado en la nota a la parte (C), el tratado de Windelband 
asigna un mayor peso relativo al pensamiento griego. 


APÉNDICE SOBRE CONDICIONES SUFICIENTES DE EXTREMO PARA 
FUNCIONALES 


Podría parecer, a primera vista, que una condición suficiente de mínimo para la funcional 
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podría consistir en que J (0) resultara ser positiva para cada función 7 del conjunto 
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E 
de funciones admisibles, al menos si nos guiamos por los criterios de suficiencia para un 
mínimo en el caso de las funciones reales de una variable real. Pero esto no es así. 
Aunque la integral de acción presente un mínimo para £=0 , al comparar los valores que 
toma la acción para las trayectorias del haz g(t)+e.n(t) (con 7 prefijada y e variable), 
y aunque esto se verifique por separado para cada una de las funciones y admisibles, no 
queda asegurada la existencia de un mínimo. 


Si fijamos 7 y hacemos tender £ a cero, nos aproximamos a q en la dirección 
determinada por 7, o sea, si establecemos una analogía con las funciones reales de dos 
variables reales, nos aproximamos al punto (donde investigamos posibles extremos de la 
función), en forma radial. Pero si una función de dos variables, cuando se la estudia 
restringida a cada una de las rectas que pasan por un punto, presenta un mínimo en ese 
punto, esto no asegura que la función no restringida presente un mínimo. La función 
Fo, y)= (yx ly -2x?)= y*-3x*y+2x* , considerada en un entorno del origen, es 
positiva para los puntos con y >2x* o y<x” pero es negativa cuando x? < y<2x”, y se 
anula sobre las parábolas. Así que en todo entorno del origen la función toma valores 
positivos, nulos y negativos, y se anula en el origen, por lo cual no puede presentar un 
mínimo en ese punto. Pero para cada dirección de aproximación radial al origen, se 
encuentra una distancia a partir de la cual la función toma valores mayores que cero. Cabría 
esperar un comportamiento análogo, y todavía más complejo, en el caso de las funcionales. 


1 3 
Consideremos la funcional J c0(4) dt. Busquemos una trayectoria extremal 
0 


dt 


que verifique g(0)= 0 y qll)= O. La ecuación de Euler-Lagrange correspondiente a este 


54 


2 
problema es eN E 
dt dt 


+q=0 . Con las condiciones en los extremos del intervalo de 


integración, una solución de esta ecuación es q(t)=0 para todo £ . Analicemos entonces el 
comportamiento de la integral para cada una de las trayectorias del haz emlt) , donde las 
funciones 7 se anulan parat=0 y t=1: 


1 1 3 2 1 
Jle)= ra [20] «lt. En este caso dl (0) = (ae es positivo para 
0 0 


e des 
toda 7 admisible y no idénticamente nula. (En todo este análisis asumimos suficiente 
1 
J 1 dt 
regularidad en las funciones involucradas). Elegimos le] < ] - 
J n dt 
0 


Entonces J(s) es positivo para todos estos valores de £, para 7 fija. No obstante es 
posible construir funciones 7 admisibles, con e€.y tan próximas a cero como se quiera, 
para las cuales la integral J (<) resulta ser negativa. Un ejemplo es la familia de funciones 


7. (s) igual a se +) s1IO<tf< > o si 1— >. <1f<1l, e igual a 1 en otro caso. Se supone 
E 


e 1 pe E 4 
que £ es positivo y menor que —. Para esta familia de funciones J (s)< elo-Í) 
TT 


Entonces cuando e es menor que 4/3, la funcional toma valores negativos. 


h 


Toda condición necesaria para un extremo de J(s)= J de glt)+ enfe), == +E. a 


en £=0 dentro de un haz g(t)+e.n(t) con 7 fija, es también condición necesaria para 


extremo del problema variacional donde e y 7 varían ambas arbitrariamente (aunque 7 


debe anularse siempre en los extremos del intervalo de integración). Así se obtiene la 
ecuación de Euler-Lagrange como condición necesaria de extremo para el problema 


Leds .  d?J(0) e de ¿ 
variacional general. Por la misma razón, ——— > 0 es una condición necesaria para la 
id as d?J(0) el 
existencia de un mínimo de la funcional pero que 7 Sea positiva para cada 7 
E 


admisible no es una condición suficiente. 


La búsqueda de condiciones suficientes para mínimo en el cálculo de variaciones se 
extendió por más de un siglo. Enfocando la cuestión en forma indirecta, es decir usando el 
mismo método que suministra las ecuaciones de Euler-Lagrange al primer orden en el 
desarrollo en potencias de e, los esfuerzos fueron penosos. Finalmente Jacobi primero, y 
posteriormente en forma más rigurosa Welerstrass, obtuvieron las esperadas condiciones 
suficientes. Su formulación, bastante engorrosa, exige la distinción entre extremo débil y 
extremo fuerte (según se consideren funciones próximas las que toman valores próximos 
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en cada instante o bien las que tanto ellas como sus derivadas toman valores próximos en 
cada instante), y la introducción del concepto de campo de extremales, debido a 
Welerstrass. 


El enfoque clásico, empleando un haz de funciones q(t)+8.(1) , se puede relacionar 

directamente con los conceptos del Análisis Funcional No Lineal. Desde este punto de 

d1(0) _,,.. Sla+e1)-sla] 
E E>0 E 


es la derivada de Gateaux de la funcional de acción 


dJ(0) 
de 


vista, 


S [q] en la dirección de 7 , mientras que e. es una diferencial débil o de Gateaux. 


El concepto de diferencial fuerte o de Frechét de la teoría de los espacios normados, 
permite formular una condición necesaria de extremo análoga a la anulación de la primera 
derivada en el caso de las funciones reales de variable real, así como una condición 
suficiente de mínimo análoga a la positividad de la derivada segunda en el caso de las 
funciones. 


Representando e.7 mediante óq, si la funcional es lo bastante regular se verifica una 
especie de desarrollo de Taylor generalizado: 


sla +61]=s[g)+ Ds[g:31)+ 2 0*slasó 37) of) 


En esta expresión DS [g; q] es la diferencial primera de Frechét, siendo lineal en el 
argumento dq, D?S [q, 5, 4) es la diferencial segunda, lineal en ambos argumentos dq , 
mientras que oljáal?) es infinitésimo respecto del cuadrado de la norma de la variación 


óq . Según se defina la norma, el extremo será en sentido débil o en sentido fuerte. 


En todos los casos es necesario que DS [q, 97] sea idénticamente nula para que la funcional 
pueda presentar un extremo en q . Esto equivale a las ecuaciones de Euler-Lagrange. 


Además, si se verifica para algún cpositivo D?s[g; 54, 6]> c|éq|' , entonces la 


funcional posee un mínimo local en q. (Condición suficiente para mínimo). 


Pues en este caso: S[g + 4q]-—S|q]> cég|' — olé) es estrictamente positivo para l4q| + 0 
lo bastante pequeño. 
La aplicación de este criterio a la funcional de acción conduce a procesos de cálculo 


bastante complicados. Se ve claramente porqué presenta un mínimo si la extensión del 
intervalo de tiempo es lo suficientemente pequeña, cosa que también se desprende de las 


investigaciones de Weierstrass. El criterio más débil que solo exige que D?S [q, 54, q] sea 
positiva para todaóg no nula, es una condición necesaria pero no es suficiente para un 
mínimo. La siguiente funcional definida en el espacio de las sucesiones reales 


Ad cOn NE x; finito constituye un buen ejemplo: 
1 
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51 = 1 
ls > =x; GX E 
1 1 


Se la considera en el origen. Allí la funcional es nula y la diferencial primera de Frechét es 
nula, mientras que la diferencial segunda es siempre positiva (puesto que coincide con el 
primer término de la funcional, que evidentemente es positivo excepto en el origen). Sin 


: 1 
embargo, tomando los puntos (sucesiones) (00... =.00.. donde todos los elementos son 
m 


E 1 os E E 
nulos, excepto el m-ésimo que vale —,, y sustituyéndolos en la funcional se obtiene para 
m 


s 1 1 : 
ésta el valor: A que es negativo para todo mx 1. 


Los criterios clásicos de suficiencia, obtenidos por métodos indirectos, se pueden 
interpretar en este marco más general suministrado por el análisis funcional. 


Los métodos directos del cálculo de variaciones, tanto los que meramente demuestran la 
existencia de un extremo como los que lo construyen, utilizan procedimientos distintos al 
desarrollo de Taylor generalizado resumido previamente, y no pasan por las ecuaciones de 
Euler-Lagrange equivalentes a la anulación de la diferencial primera, ni por las demás 
relaciones que equivalen al criterio de la diferencial segunda. 


Los métodos directos fueron iniciados por Hilbert en 1900, y continuados por muchos 
matemáticos hasta llegar al presente. Desde la aparición de los ordenadores, los métodos 
directos aparecen íntimamente conectados con temas de Análisis Numérico y aplicaciones 
de los métodos computacionales en la solución de los numerosos problemas de cálculo de 
variaciones generados por las ciencias y las tecnologías, de los cuales constituyen su 
imprescindible base matemática. Los métodos directos se apoyan en los conceptos del 
Análisis Funcional, a cuyo desarrollo han contribuido en forma decisiva desde comienzos 
del siglo XX. 


NOTA: 


Un desarrollo compacto pero bastante completo de las condiciones suficientes para 
extremo obtenidas con métodos indirectos puede hallarse en el tomo 3 del libro clásico de 
R.Rothe “Matemática Superior”, redactado bajo la dirección de E.H.W.Schmeidler y 
publicada en español por Labor, Barcelona, 1960. Por supuesto se encuentran en la 
mayor parte de los libros especializados en el cálculo de variaciones, como por ejemplo el 
orientado a problemas de óptimo en la teoría del control, debido a M.Hestenes: “Calculus 
of Variationa and Optimal Control Theory” (Wiley, N.Y., 1966), o el dedicado enteramente 
al cálculo de variaciones, escrito con el estilo ágil y sugerente del autor, R.Courant: 
“Calculus of Variations” (New York University Lecture Notes, 1957, versión original 
escrita a máquina, revisada y corregida por J.Moser). 


Una introducción breve a temas de análisis funcional no lineal, incluyendo algunas 
consideraciones sobre extremos de funcionales, puede hallarse en la notable obra 
traducida del ruso, que pone énfasis en la teoría de los espacios métricos y normados, 
debida a A.N.Kolmogorov y S.V.Fomin: “Elementos de la Teoría de Funciones y del 
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Análisis Funcional” (Mir, Moscu, 1972). 


Los métodos directos, al igual que los indirectos, se exponen con elegancia y rigor, junto a 
interesantes notas históricas y reflexiones filosóficas, en el libro de C.Young citado al 
formular la paradoja de Perron en la parte (C). 


Una presentación rigurosa de algunos de los métodos directos, a partir de ejemplos 
tomados de la física cuántica, es la de E.Lieb y M.Loss en “Mathematical Analysis” 
(Graduate Studies in Mathematics, Volumen 14, AMS, Providence, 1997). 


Para un panorama de las aplicaciones de esos métodos y los algoritmos computacionales 
que se generaron en base a ellos, puede consultarse el libro de N.Gershenfeld: “The 
Nature of Mathematical Modeling” (Cambridge University Press, Cambridge, 1999). 
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